UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
FACULDADE DE MATEMATICA

Augusto de Nazaré Matos Alves

Elementos de Programacao Linear

Belém
2015



Augusto de Nazaré Matos Alves

Elementos de Programacao Linear

Belém
2015

Trabalho de conclusdo de curso
apresentado ao Instituto  de
Ciéncias Exatas e Naturais da
Universidade Federal do Par3,
como exigéncia parcial para a
obtencdo do grau de Licenciado em
Matematica. Orientador: Prof. Dr.
Herminio Simdes Gomes.



Augusto de Nazaré Matos Alves

Elementos de Programacao Linear

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Herminio Simdes Gomes
(Orientador — ICEN/UFPA)

Prof. Msc. Cristiane Ruiz Gomes
(Professor — ICEN/UFPA)

Prof. Dr. Jodo Claudio Brandemberg Quaresma

(Professor — ICEN/UFPA)

Trabalho de conclusdo de curso
apresentado ao  Instituto  de
Ciéncias Exatas e Naturais da
Universidade Federal do Par3,
como exigéncia parcial para a
obtencdo do grau de Licenciado em
Matematica. Orientador: Prof. Dr.
Herminio Simdes Gomes.



Dedico este trabalho aos pesquisadores da
area do ensino de Matematica 0s quais
com trabalho duro e muito empenho,
contribuem para o desenvolvimento de
uma disciplina escolar que possibilite ao
aluno crescer e se tornar parte de uma
sociedade analitica e critica.



AGRADECIMENTOS

Ap0s quatro anos de estudos é impossivel deixar de agradecer a UFPA e a todos
os professores que participaram de forma consideravel no meu processo de crescimento
como individuo. Primeiramente agradeco a minha mae Maria da Concei¢do Matos Alves
e meu pai Paulo Herculano Alves, pois, sem 0 seu apoio ndo seria possivel eu ter chegado
até aqui, eles sempre estavam lutando para me dar condicOes de realizar meus estudos
mesmo apos alguns obstaculos parecerem intransponiveis, € do fundo do coracdo que
digo obrigado a essas duas pessoas que me fizeram seguir em frente e lutar pelo que
acredito. Agradeco a todos os meus irmédos que sempre me deram forgas para continuar,
posso dizer que sdo eles que me fazem andar, eles séo a razéo pela qual luto e por eles

continuarei lutando.

Agradeco também a todos os meus colegas da turma de 2011 que estiveram
comigo nos momentos de felicidade e mais ainda nos momentos de tristeza e dificuldade,
compartilhamos experiéncias que levarei para vida toda, ndo tenho como destacar um
colega em particular, isso por que nossa turma do inicio até o final sempre foi participativa
e cooperativa entre si, muitos dos alunos chegaram a passar por dificuldades semelhantes
as minhas e entendiam certas situacdes que eu ndo poderia frequentar a aula, me davam
apoio e incentivo acima de tudo, por isso digo que sou muito grato a eles, agradeco muito
também ao meu orientador Dr. Herminio Sim@es Gomes pelo auxilio durante o
desenvolvimento desse trabalho e principalmente por ter me apresentado um assunto que
me gerou um grande interesse na area de programacao associada a matematica a qual

parte dela sera apresentada nesse devido trabalho.

A todos que me acompanharam e se tornaram parte de minha vida, amigos,
professores, meu orientador, meus irmaos e meus pais, ndo posso dizer mais nada a nao
ser muito obrigado e demonstrar através de meus trabalhos o qudo importantes todos

foram e ainda sdo em minha vida.



SUMARIO

I [ 7 To 1 o7 T SRS USRS 1

2 — Modelos de Programago LINEAI ...........ccoieiiiieieniiinisieeeeeeee e 2
2.1 Propriedades da Programacao LINar .........c.cccceveveieneneninesisieees 4

3 — Elementos de Geometria Analitica para Programacado Linear .............cccccceevenen, 5
3.1 CONSLIUGAD GrafiCa.......cceeieeiiiiie s o 6

4 — O MELOAO SIMPIEX .ottt 10
4.1 Procedimento do Método Simplex (Problemas de Maximizacao) ........... 10

5 — Exemplo de Aplicacdo do Método SIMPIEX........cccccvevievieiiieii e 12
5.1 Desenvolvimento do Método Simplex aplicado no processo de solugéao

A0 PrODIBMA. ... 16

6 — Programa WINQSB ..ot 22

Exemplos de exercicios em que o Método Simplex pode ser aplicado........................ 27

COoNSIAEraCOES FINGIS. ... .ccvveveiieiieecie ettt e re e ra e beeaeaneeareas 30

(@0 000 117 T SR 31

BIDIHOGIATIA. ... e e 32



1-Introducéo

Hoje em dia muito tem sido feito para facilitar o processo de gestdo de negocios
visando reducdo de custos e obtencdo de um maior lucro, um deles é o processo de
programacdo Linear cuja funcdo é resolver problemas de otimizacdo. Em muitos
problemas de atualidade, em diversas areas, procura-se minimizar custos maximizar
vantagens e tirar o melhor proveito de uma politica de gestdo. Para isto utilizam-se

métodos para otimizacdo de sistemas.

Em problemas lineares, muitos comuns nas ciéncias econdémicas e ciéncias exatas
utilizam-se o método de otimizacdo linear conhecido como método simplex. Este método
é considerado classico e continua sendo muito utilizado devido a sua caracteristica de

simplicidade.

Revela-se como uma ferramenta poderosa quando se deseja reduzir o maximo
possivel gastos desnecessarios em certos parametros, isso por que vai das empresas,
industrias analisar custos de produc¢do, nimeros de funcionarios, lucro mensal a partir de
uma média de producdo, isso se encaixa nos parametros a serem analisados no processo
de otimizacao desse método, a ideia € analoga quando se deseja minimizar custos, nesse
processo sistemas de equacOes lineares irdo representar a ideia do processo a ser

executado a partir da minha funcéo objetivo.



2 - Modelos de Programacao Linear (PL)

Um dos mais importantes avancos cientificos tem sido a Programacéo Linear. O seu
desenvolvimento constante e crescente aplicacdo tem ajudado pequenas e grandes
empresas e outros meios de producgdo no processo de custo beneficio, onde minimizar

despesas e maximizar lucros tornou-se prioridade.

Esse processo em que as empresas comecam a se habituar utiliza modelos de

programacdo linear para serem concretizados da seguinte forma:

Desenvolver a situagdo problema onde equacOes lineares que o compdem sé&o
originarias de funcdes lineares das quais se deseja minimizar ou maximizar uma fungéo

a partir de parametros pré-estabelecidos como:

* N° de produtos fabricados.
= N° de funcionérios.

= Mao de obra disponivel etc.
Exemplos de Areas de Aplicago:

= Planejamento Regional.

» Analise de Investimentos.

= Administracdo da Producéo.

» Alocacéo de Recursos em Marketing etc.

Algumas caracteristicas devem ser feitas no momento de construcéo e resolucéo de

Problemas de Programacao Linear (PPL), dentre as quais podemos destacar:

= A func&o objetivo é de maximizar ou minimizar: E a equaco que define os rumos
de resolucdo do problema, podendo ela ser de maximizar ou minimizar, €
representada da seguinte forma:
Maximizar Z = C1 X1+ CoXa +. .. + CnXn,

ou



Minimizar Z = C1 X1+ CoXo + ... + Cpo X,

Vale ressaltar que X1+ Xz + .. . + X, s80 variaveis a serem calculadas e C1+ Co +.
.. + C séo os coeficientes da minha equagdo, posteriormente sera mostrado um método

para a resolucdo do mesmo.

= Asrestrigdes tém sinal de menor ou igual ou maior ou igual: S&o equacdes lineares
a qual a funcéo objetivo esta sujeita, podendo ser:
a1Xy+ amXe + ...+ amxn < C1 (restricdo < ci).
A21X1+ ax»X2 + ...+ anXn = by (restricdo > by).

= As constantes de todas as restricGes sdo nao negativas;

= As variaveis podem assumir valores nao negativos.

Solucdo Otima: E aquela dentre todas as solugdes viaveis que produz o melhor (menor

ou maior) valor da funcéo objetivo.

= Muitas vezes uma solucgdo aproximada satisfaz requisitos operacionais e pode ser
obtida com esfor¢o computacional menor.

= O conjunto de solucdes viaveis forma o que é chamado de espaco de busca de um
determinado problema.

= O espaco de busca pode ser entendido como uma discretizacéo do espaco real de
solugdes do problema. A maioria dos métodos de otimizacéo do trabalham sobre

0 espaco de busca e ndo sobre o espaco real.

Exemplo:
Maximizar ou Minimizar Z = C1 X1+ CoXo +. .. + CaXp
Sujeito a anXy+ a;Xz + ...+ amXn < by

aX1+ axXe + ...+ amxn < b2

amiX1+ amaX2 + ...+ amnXn < b1



Nos problemas em que seu uso pode ser implementado é necessario que se observe dois

aspectos quanto a sua solugéo:

Solucéo Viavel: E quando todas as restricbes do meu problema da forma padréo sejam

satisfeitas e coerentes, respeitando os sinais < ou =, por exemplo.

Solucéo Invidvel: Como o prdéprio nome sugere é quando uma das restricbes do meu

problema n&o e coerente com a realidade.

2.1 Propriedades da programacéao Linear.

a)

b)

d)

Aditividade: Considera as atividades (variaveis de decisdo) do modelo como
sendo independentes, ndo permitindo que haja interdependéncia entre as mesmas,
isto €, ndo permitindo as existéncias de termos cruzados tanto na fungéo objetivo

quanto nas restricdes do problema de programacao linear (PPL).

Proporcionalidade: O valor da funcdo objetivo é proporcional ao nivel de
atividade de cada variavel de decisdo, ou seja, se ocorrer uma variacdo constante
na varidvel de decisdo ocorrerd também uma alteracdo constante na funcdo

objetivo mantendo a proporcionalidade.

Divisibilidade: Todas as unidades de atividade podem ser divididas em qualquer
nivel fracional, isto é, qualquer varidvel de decisdo pode assumir um valor
positivo fracionario, essa propriedade pode ser quebrada dando origem a um

problema especial chamado problema combinatorio.

Certeza: Tem-se que todos os parametros do problema a ser trabalhado sé&o
conhecidos, porém em muitos casos 0S mesmos sdo estimados com base na

realidade.



3 - Elementos de Geometria Analitica para programacao
Linear

Durante o processo de construcdo e implantacdo do modelo, podemos analisa-lo
graficamente através dos dados fornecidos pela funcdo objetivo e dos parametros de
restri¢do do problema, sejam eles < ou =, os seguintes procedimentos devem ser seguidos
para a construcdo grafica de um problema de otimizacdo cuja funcéo objetivo apresenta

duas variaveis:

= Esbocar (construir) no plano cartesiano uma regidao poligonal convexa definida
pela regido factivel, isso a partir da interseccdo das equacdes lineares sujeitas a

funcdo objetivo e as restricbes pré-determinadas.

= Atribuir um valor arbitrario de z; para a funcdo objetivo e tragar a reta ry = cix1 +
CoX2 =21, onde 1 e C2 a0 0s coeficientes da fungdo objetivo referentes as variaveis

X1 € X2 respectivamente.

= Analisar, em relacdo a regido factivel na familia de retas paralelas a reta r1 da

funcao objetivo.

= No caso de valor maximo deve-se procurar por uma reta paralela a r1 que
intersecte a regido factivel e esteja 0 mais afastado possivel da origem. Ja se o
problema tratar de minimizar a funcéo deve-se procurar a reta paralela a r1 mais
préxima da origem que intersecte a regido factivel, ap6s encontrarmos as retas que
satisfazem essas condi¢Bes verificamos as coordenadas da regido factivel

tangenciada correspondendo a solucdo 6tima do problema.

Convexidade: E a area da regido compreendida pela regifo factivel, onde ao pegarmos
dois pontos qualquer que pertencam a regido eles iram se conectar sem nenhuma

interrupgdo, caso alguma interrupgdo ocorra, a area ndo serd convexa.



3.1 Construcao gréfica.

Aqui serdo aplicados os procedimentos anteriormente citados no processo de
obtenc¢éo do grafico da minha solucdo 6tima de um problema que possui uma fungéo

objetivo de duas variaveis sendo elas x1 e Xxo.

Exemplo:

Uma fébrica de bicicletas dispde de 1200 kg de aco e 2520 kg de aluminio para
produzir bicicletas infantis e também de adultos. Para produzir uma bicicleta infantil sdo
necessarios 2 kg de aco e 6 kg de aluminio, ja na producéo de bicicletas para adultos sdo
utilizados 6 kg de aco e 10 kg de aluminio. Sabe-se que cada bicicleta infantil gera um
lucro de R$ 40,00 enquanto que uma bicicleta para adulto gera um lucro de R$ 75,00.

Quantos modelos de cada bicicleta devem ser produzidos para que o lucro seja maximo?

Modelo do problema.

Analisando a situacdo acima temos que as variaveis X1 e X2 S8o respectivamente a
quantidade de bicicletas infantis e de adultos produzidos pela empresa, e como as
bicicletas infantis geram um lucro de R$ 40,00 por unidade e as de adultos geram um
lucro de R$ 75,00, logo podemos representar a funcdo objetivo do problema da seguinte

forma:

Funcédo Objetivo — f(x1, X2) =40 X1 + 75 X2

A funcdo Objetivo esta sujeita as seguintes equacdes com suas respectivas restricdes

representadas a seguir:
»= A quantidade de aco disponivel para a confecgdo das bicicletas € de 1200 kg e
como séo usados 2 kg de aco para 0 modelo infantil e 6 kg de aco para 0 modelo

adulto, podemos representar a equacao do sistema linear da seguinte forma:

2X1 + 6X2 < 1200



= A quantidade de aluminio disponivel para a confeccao das bicicletas é de 2520 kg
e como sdo usados 6 kg de aluminio para o modelo infantil e 10 kg para o modelo
adulto, podemos representar a equacao do sistema linear da seguinte forma:

6x1 + 10x2 < 2520

Representacdo do Modelo completo.

Maximizar a funcdo z = 40 X1 + 75 X2

2X1 + 6X2 < 1200
Sujeito a: < 6x1 + 10x2 < 2520
X1, X2 =0

Logo,

Temos a partir do exemplo acima que as regides de ndo negatividade garantem que a
regido factivel esta no primeiro quadrante, isso a partir da verificacdo das restricGes do

meu problema.

»  Ainequagdo 2x1 + 6x2 < 1200 determina um semiplano.
»  Ainequagdo 6x1 + 10x2 < 2520 determina um semiplano.

" X, X2=>0

A intersecc¢do entre esses dois semiplanos gera o seguinte grafico onde as variaveis X1

e X2 estdo representadas respectivamente na horizontal e vertical do meu plano cartesiano:
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Fig. 01: Grafico da Regido factivel

O gréfico acima representa a regido definida pelo poligono ODBC onde a regido
factivel refere-se a area de solugdo viavel do meu problema de otimizacdo, sendo que as
equacoes lineares a qual minha funcao objetivo esta sujeita.

Tomando arbitrariamente z = 0, isso apenas como representacdo de nenhum ganho de
lucro na confeccédo das bicicletas tanto as dos modelos infantis quanto adultos temos a
seguinte representacdo da minha reta ry referente a funcéo objetivo:

0=40x1+75X%2

Tomar z = 0 significa que a solucdo 6tima do meu problema ndo me gerou lucro,
lembrando que essa situacdo é arbitraria e serve apenas como modelo de representacao

da evolucdo do lucro até se encontrar a solugdo 6tima definitiva e ndo provisoria.

Representacdo de z = 0 no problema proposto:



Regiao Factivel

Fig.02: Gréfico de lucro

A reta r representa o lucro = 0 que passa na origem no ponto (0, 0) do meu gréfico,
logo para um z > 0 respeitando-se as restricGes teremos uma regido pertencente a minha

regido factivel, logo ira gerar um lucro real.



4 - O método Simplex

O chamado Método Simplex foi apresentado por George B. Dantzig, um
matematico americano, em 1947. Nos anos seguintes o préprio Dantzig e outros
matematicos foram aperfeigoando — o, principalmente visando torna-lo mais eficiente do
ponto de vista computacional. Estas “melhorias”, no entanto ndo mudaram a sua esséncia
e, embora novos métodos tenham surgido no final da década de 80, o Simplex € ainda o
algoritmo mais usado para resolver modelos de Programagéo Linear e, provavelmente, o
mais usado em todos os algoritmos matematicos, isso se deve muito a sua simplicidade e

seu modo de operacao.

O Método Simplex caminha pelos vértices da regido viavel até encontrar uma
solucdo que ndo possua solugdes vizinhas melhores que ela. Esta é a solugdo 6tima. A
solucdo Otima pode ndo existir em dois casos: quando ndo ha nenhuma solucéo viavel
para 0 problema, devido a restricdes incompativeis; ou quando ndo ha maximo (ou
minimo), isto é, uma ou mais variaveis podem tender a infinito e as restri¢bes continuarem

sendo satisfeitas, o que fornece um valor sem limites para a fungéo objetivo.

O método Simplex é um instrumento que possibilita a otimizacdo de problemas
de Programacéo Linear com o intuito de maximizar ou minimizar a funcdo objetivo que
se deseja, isso através de processos de interacOes até se chegar a solucdo 6tima do

problema, caso se encontre a solugdo 6tima ndo ha a necessidade de mais interagdes,

4.1 Procedimento do Método Simplex (Problemas de Maximizacao).

Passo 1: Introduzir as variaveis de folga; uma para cada desigualdade.
Passo 2: Montar um quadro para os célculos, colocando os coeficientes de todas as
variaveis com os respectivos sinais e, na ultima linha, incluir os coeficientes da funcéo

objetivo transformada.

Passo 3: Estabelecer uma solucdo basica inicial, usualmente atribuindo valor zero as

variaveis originais e achando valores positivos para as variaveis de folga.
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Passo 4: Como proxima variavel a entrar na base, escolher a variavel ndo basica que
oferece, na tltima linha, a maior contribuicéo para 0 aumento da funcao objetivo (ou seja,
tem o maior valor negativo). Se todas as varidveis que estdo fora da base tiverem
coeficientes nulos ou positivos nesta linha, a solugédo atual é 6tima. Se alguma dessas
variaveis tiver coeficiente nulo, isto significa que ela pode ser introduzida na base sem
aumentar o valor da funcdo objetivo. Dessa forma temos uma solucdo 6tima, com o

mesmo valor da fungéo objetivo.

Passo 5: Para escolher a variavel que deve deixar a base, deve-se realizar o seguinte

procedimento:

a) Dividir os elementos da ultima coluna pelos correspondentes elementos positivos
da coluna da varidvel que vai entrar na base. Caso ndo haja elemento algum

positivo nesta coluna, o processo deve parar, ja que a solucdo seria ilimitada.

b) O menor quociente indica a equacdo cuja respectiva variavel basica devera ser

anulada, tornando-se variavel ndo basica.
Passo 6: Usando operacdes validas com as linhas da matriz, transformar o quadro de
calculos de forma a encontrar a nova solugdo basica. A coluna da nova variavel basica
devera se tornar um vetor identidade, onde o elemento 1 aparece na linha correspondente

a variavel que esta sendo anulada.

Passo 7: Retornar ao passo 4 para iniciar outra iteracdo e assim sucessivamente até se

encontrar a solugdo 6tima.

5 - Exemplo de Aplicacdo do Método Simplex

11



a) Formulagéo do problema

“Uma marcenaria deseja estabelecer uma programacao didria de producao”.
Atualmente, a oficina faz apenas dois produtos: mesa e armario, ambos de um sé modelo.
Para efeito de simplificacdo, amos considerar que a marcenaria tem limitacbes em
somente dois recursos: madeira e mdo de obra, cujas disponibilidades diérias séo

mostradas na tabela a seguir.

Recurso Disponibilidade
Madeira 12m?
Mé&o de obra | 8 H.h

O processo de producdo € tal que, para fazer uma mesa a fabrica gasta 2 m? de
madeira e 2 H.h de méo de obra. Para fazer um armario, a fabrica gasta 3 m? de madeira

e 1 H.h de mao de obra.

Além disso, o fabricante sabe que cada mesa da uma margem de contribuicdo para
0 lucro de R$4,00 e cada armario de R$1,00. “O problema ¢é encontrar o programa de

producéo que maximiza a margem de contribuigdo total para o lucro.”.

b) Montagem do modelo
As variaveis de decisdo envolvidas no problema séo:
X1: quantidade a produzir de mesas
Xo: quantidade a produzir de armarios
A funcéo objetivo é:

Lucro:z=4x1+x2

Para as restri¢Oes, a relacdo logica existente é:

Utilizag&o de recurso =[] Disponibilidade

Assim temos:

12



Madeira: 2 x1 + 3 x < 112
Mao de obra: 2 x1 + x» < 8

X1, X2 =0

O modelo completo é:

Maximizar: z =4 xy + X2
Sujeitoa @ 2x1+3x2 <12
2X1+x2<8
x1,x2>0

¢) Solucéo do modelo

Ja conhecemos o método de solucéo grafica para problemas de programacéo linear
de duas variaveis. Seréa agora apresentada a solucao por sistemas de equacgdes lineares.

De forma a transformar as restricdes do problema de programacédo linear de
inequacdes em equacdes, sdo introduzidas as variaveis de folga. Neste problema, as

restricGes tém a seguinte estrutura légica:

Utilizacao de recurso = ODisponibilidade.

Ao se introduzir o conceito de folga de recurso, a inequacao pode ser escrita como:

Utilizacdo de recurso + Folga = Disponibilidade.

Isso significa que para a situagdo acima citada decorre como verdade:

Utilizacao de recurso < Disponibilidade implica Folga > 0;

Utilizacao de recurso = Disponibilidade implica Folga = 0.

Deste modo, a folga de cada recurso pode ser representada por uma variavel de

forma exatamente igual a producédo de cada produto. Desse modo, vamos chamar:

f1: folga de madeira;

f. folga de méo de obra.

13



Introduzindo as variaveis de folga, o problema a ser resolvido passa a ser:

Maximizar: z=4 x1 + X2
Sujeitoa ((2x1+3x2+f1 =12
2X1+X+f,=8

X1, X2, f1, f2 =010

Em relacdo as equacdes lineares do meu problema alteramos a restricdo < para =
apenas para representar o limite possivel da minha equacdo sujeita a fungéo objetivo, ou
seja, ao acrescentarmos as varidveis de folga garantiremos que a igualdade seja

verdadeira.

O problema se transformou em encontrar a solugdo do sistema de equacdes
lineares que maximiza o lucro. Como neste caso 0 nimero de variaveis (m = 4) € superior
ao numero de equacdes (n = 2), o sistema € indeterminado, apresentando infinitas

solucdes.

No entanto, todas as varidveis devem ser maiores ou iguais a zero. Atribuir zero a
uma variavel significa ndo produzir um dos produtos (se a variavel for x; ou x2) ou utilizar

toda a disponibilidade de recursos (se a variavel for f1 ou f2).

Desta forma, podemos encontrar solugdes para o sistema de equacfes zerando
duas variaveis (n - m = 2) e encontrando o valor para as duas variaveis restantes. Teremos

que resolver entéo:

) 4
(2121

=6, sistemas de equacdes lineares.

Uma vez resolvido um sistema, serdo aplicados na funcdo objetivo os valores
encontrados. As varidveis zeradas sdo chamadas variaveis ndo basicas. As variaveis cujos

valores sdo calculados pelo sistema de equacdes sdo chamadas variaveis basicas.

Método de uso de varidveis ndo basicas para se encontrar a solugdo 6tima de um

problema de programacéo linear:

14



Para implementarmos esse processo temos que igualar todas as variaveis do meu

problema a 0, sendo que esse processo € feito caso a caso para que se possa verificar se a

restricdo do problema é respeitada, caso ndo seja, a solucéo € inviavel.

1°Caso: x1=0ex2=0
2°Caso:x1=0ef1=0
3°Caso:x1=0ef2=0
4° Caso: x2=0ef1=0
5°Caso: x2=0ef,=0

6° Caso:fi=0ef,=0

c.1) Variaveis ndo basicas: x1=0ex2=0.

Temos as variaveis basicas f1 =12 e f, = 8.

Dando o lucroz =0.

c.2) Variaveis ndo basicas: x; =0e fi =0.
Temos as variaveis basicas x =4 e f, = 4.

Dando o lucro z = 4.

c.3) Variaveis ndo béasicas: x1 =0 ef,=0.

Temos as variaveis basicas xo =8 e f1 = -12.

Como f; <0, a solucdo obtida é INVIAVEL.

c.4) Variaveis ndo béasicas: xo=0e f1 =0.

Temos as variaveis basicas x; =6 e f, = -4,

Como f, < 0, a solucdo obtida é INVIAVEL.

c.5) Variaveis ndo basicas: xo=0 ef, = 0.
Temos as varidveis basicas x1 = 4 e f1 = 4.

Dando o lucroz =16

c.6) Variaveis ndo basicas: f1 =0 e f2=0.
Temos as varidveis basicas x1 =3 e xp = 2.

Dando o lucro z = 14.
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Comparando todas as solugdes encontradas por este processo, achamos a solucéo 6tima,
ou seja,

X1=4,%x2 =0, fi =4, f=0, dando um lucro z = 16.

5.1 Desenvolvimento do Método Simplex aplicado no processo de solucdo do

problema.

Da forma como foi resolvido o problema anteriormente, € necessario que muitos
sistemas de equacOes sejam resolvidos e suas solu¢des comparadas. Para problemas reais
de programacdo linear, esta solucéo se torna inviavel. Desta forma, para termos condicdes
de resolver um problema de programacéo linear, precisamos de uma sistematica que nos

diga:

e Qual o sistema de equagdes que deve ser resolvido;
e [JQue o préximo sistema a ser resolvido fornecerd uma solugdo melhor que os
anteriores;

e Como identificar uma solugdo 6tima, uma vez que a tenhamos encontrado.

Essa sistematica é o método Simplex, e as regras que 0 método utiliza para atender as
trés questdes acima sdo, basicamente, os critérios que desenvolvemos nos itens anteriores.

Vamos voltar ao nosso pequeno problema, ja com as variaveis de folga:

maximizarz =4 x1 + x»
sujeitoa (2x1+3x2+f1 =12
2X1+X+f=8

X1, X2, f1, 2> 0

Vamos montar um quadro para ordenarmos as operagoes, colocando nele apenas
os coeficientes das varidveis. No caso da funcdo objetivo, vamos realizar a seguinte

transformacéo:

de:z=4x1+x

para:z-4x1-x2=0

Quadro 1
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Base X1 X2 f1 f2 B
f1 2 3 1 0 12
fo 2 1 0 1 8
Z -4 -1 0 0 0

A Ultima coluna corresponde aos termos independentes das equacdes, e a Ultima
linha contém os coeficientes das variaveis na funcdo objetivo. Nessa tltima linha teremos
sempre a contribuicdo que cada variavel da para o lucro total z, por unidade, em cada
iteracdo do processo de solucdo. Essa ultima linha serd chamada de fungdo objetivo

transformada, ou fungéo z-transformada.

a) Solucéo inicial
A solucdo inicial para o problema serd sempre obtida fazendo as varidveis

originais do modelo (no caso X1 e x2) iguais a zero e achando o valor das demais.

Assim, fazendo x1 = x2 = 0 (varidveis ndo basicas), obtemos do Quadro 1:

f1 =12
fo = 8 (variaveis basicas)
z=0

As variaveis béasicas estdo indicadas no Quadro 1, para facilitar o

acompanhamento das operacdes.

b) Segunda solucéo

Como a primeira solucdo claramente ndo é a melhor, vamos procurar outra que dé um
valor maior para z. O problema é descobrir:
e [1Das duas variaveis ndo basicas (nulas) na primeira solugdo, qual deve se tornar
positiva?
e Das duas variaveis basicas (positivas) na primeira solucdo, qual devera ser

anulada?

Qual variavel devera se tornar positiva?
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Vamos observar que na dltima linha do Quadro 1 temos os coeficientes da fungéo
objetivo que mostram a contribui¢do para o lucro z de cada unidade produzida de mesa

(x1) e de armario (x2).

Assim, aplicando o critério de que devemos produzir primeiro o produto que mais
contribui para o lucro, vamos comecar a producédo pela variavel x1, ja que sua contribuicao
unitaria para o lucro (4) é maior que a contribuicdo de x», igual a 1.

Logo, a variavel que devera se tornar positiva é Xxi.
Qual variavel devera ser anulada?

Nota-se pelo Quadro 1 que, na primeira equacao, o maior valor possivel de x1 é 6,
quando f1 for igual a zero (note que x2 vale zero por ser varidvel ndo basica). Qualquer
valor maior de x;1 farda com que o valor de f1 fique negativo, 0 que ndo é permitido. Na
segunda equagdo, o maior valor permitido para x: é 4, quando f> for igual a zero.
Analisando simultaneamente as duas equacdes, percebe-se que o maior valor possivel

para X1 € 4, ja que atende as duas equacdes.

Observe que esta analise pode ser feita diretamente do Quadro 1, através da
divisdo dos elementos da coluna b pelos correspondentes elementos da coluna x1. O
menor quociente indica, pela linha em que ocorreu, qual a varidvel basica que deve ser
anulada. Assim, como o menor quociente é dado pela divisdo 8 / 2 = 4, a varidvel basica
a ser anulada é f2, que é a variavel positiva na atual solucéo, cujo valor foi encontrado na

segunda linha.

Assim temos:
X2=0
f2 =0

e o sistema restante deve ser resolvido para acharmos o valor de x1 e f1. A solugéo
desse sistema serd feita usando o Quadro 1 com as equacdes completas e usando as

operacdes validas com as linhas da matriz.

12 operacgédo: Dividir a segunda linha por 2 (L2 = [1L2 / 2)
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Quadro 1A

Base X1 X2 f1 fo B
f1 2 3 1 0 12
X1 1 1 0 1 4

2 2
Z -4 -1 0 0 0

22 operacao: Multiplicar a segunda linha do Quadro 1A por (-2) e somar com a primeira

linha do mesmo quadro, colocando o resultado na primeira linha (L1 = OL1 - 2 L2).

Quadro 1B
Base X1 X2 fi1 f2 B
f1 0 2 1 -1 4
X1 1 1 0 1 4
2 2
Z -4 -1 0 0 0

32 operacao: Multiplicar a segunda linha do Quadro 1B por (4) e somar com a terceira

linha do mesmo quadro, colocando o resultado na terceira linha (L3 =1 L3 + 4 L2).

Quadro 2
Base X1 X2 f1 fa B
1 0 2 1 -1 4
X1 1 1 0 1 4
2 2
Z 0 1 0 2 16

Como a ultima linha (fungdo z-transformada) mostra as contribui¢fes liquidas

para o lucro, caso as variaveis x; e f2 venha a ter seus valores aumentados de 0 para 1 e

como estas contribuicdes tém seus valores trocados com relacdo ao quadro original,

concluimos que a solugdo encontrada € 6tima.
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Outro Exemplo

Resolver o seguinte problema.

Maximizar Z=11 x1 + 12 x»

Sujeito a: X1+ 4 x2 <10000

5x1 + 2 X2 <30000
X1, X2 =0

a) Inclusao das variaveis de folga

Com a inclusdo das variaveis de folga, o problema torna-se:

Maximizar Z=11x1 + 12 x»

Sujeito a: X1 + 4 x2 + f1 <10000
5x1+2x2+f2 < 1130000
X1, X2, f1, 2> 0
b) Solucéo inicial
Base X1 X2 fy fa B

1 1 4 1 0 10000
F2 5 2 0 1 30000
VA -11 -12 0 0 0

c¢) Primeira iteracao

Variavel a entrar na base: x> (coluna com maior valor negativo na Gltima linha)

Variavel a sair da base: f1 (0 quociente 10000/4 é o menor quociente entre a Ultima coluna

e a coluna da variavel x2, que vai entrar na base).

L1=0L1/4
L2=0L2-2L1
L3=0L3+12 LI

Base

fo

X2

b | (X

SN e

250
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f2 4,5 0 1 1 25000

Z -8 0 3 0 30000

d) Segunda iteracéo

Variavel a entrar na base: x1 (coluna com maior valor negativo na tltima linha).
Variével a sair da base: f, (0 quociente 25000/ 4,5 é o menor quociente entre a Ultima
coluna e a coluna da variavel x1, que vai entrar na base).

L2=0L2/4.,5
L1=0L1-L2/4
L3=0L3+8L2
Base X1 X2 f1 fo B
X2 0 1 0,2778 -0,0556 1111,11
X1 1 0 -0,1111 0,2222 5555,56
Z 0 0 2,1111 1,7778 74444.,44

e) Solucdo 6tima encontrada

Como todos os valores da Ultima linha (funcdo z-transformada) sdo positivos ou nulos,

concluimos que a solugdo encontrada € 6tima, ou seja:

X1 = 5555,55
X2 =1111,11
z=74444,44

6 - Programa WINQSB (uso do Método Simplex)
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WinQSB é um programa que possui muitas ferramentas Uteis quando se trata de resolver
problemas de programacéo, sendo este dividido em outros subprogramas para as mais
variadas aplicagdes e utilidades sendo eles:

= Linear programming (LP) and integer linear programming (ILP): Este
possui as ferramentas necessarias para resolucdo de problemas de programacao
linear a partir do uso do algoritmo SIMPLEX.

= Linear goal programming (GP) and integer linear goal programming (IGP):

Resolve problemas de programagéo linear com restrigdes multe objetivas.

» Quadratic programming (QP) and integer quadratic programming (IQP):
Resolve problemas de programacdo quadratica, isto é, problemas com funcao
objetiva quadratica e restricdes lineares utilizando um método SIMPLEX
adaptado.

= Network modeling (NET): Inclui programas especificos para resolucdo de

problemas de transferéncia
* Nonlinear programming (NLP): Permite resolver problemas nao lineares sem
restricdes utilizando métodos de busca linear, e problemas ndo lineares com

restri¢des utilizando o método SUMT.

= PERT/CMP: Modulo de gestdo de projetos com varias atividades e relacdes de

procedéncia.
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w% Linear and Integer Programming

File Help

LP-ILP Main

Fig.03 Tela inicial do programa.

Para criarmos um novo problema devemos proceder da seguinte forma:

File > New problem.

Os modulos do programa possuem em comum 0S seguintes menus.

File: Inclui as opgdes tipicas de menus no Windows, permite criar e salvar

arquivos com novos programas, além de carregar 0s ja existentes.

= Edit: Inclui as atividades tipicas de editar, copiar, colar, cortar, mudar o sentido

da otimizacdo, adicionar e alterar variaveis e restrigdes.

» Format: Permite mudar alinhamento, fonte, cores, aparéncia etc.

= Solve Andy Analyze: Inclui dois comandos, um para resolver o programa e outro
para utilizar o algoritmo.

= Results: Inclui as op¢des para ver as solugdes do problema.
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= Utilities: Permite utilizar uma calculadora, relégio e editor grafico.

= Window: permite navegar durante a operacdo do programa.

=  WIinQSB: Inclui opcOes para se alterar entre os sub programas que o contém.

= Help: Meio de auxilio nas atividades como meio de ajuda.

Passos a serem seguidos para se rodar e operar 0 programa depois de instalado:

WIinQSB > Linear and Integer Programing > File > New Problem

Apds os passos acima terem sido seguidos a seguinte imagem abaixo ira aparecer.

Fig.04: Janela do modelo do programa

Nonnegative continuous.
Nonnegative integer.
Binary (0,1).
Unsigned/unrestricted.
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Onde temos:

Problem Title: O nome do problema
Number of Variables: O nimero de variaveis
Number of Constraints: O numero de restricdes (excluindo ndo negativas)
Objetive Criterion: Definir se o problema € de maximizar ou minimizar.
Data Entry Format: O formato dos dados de entrada que podem ser:
Spreadsheet Matrix Form: Aqui sdo introduzidos os coeficiente.
Normal Model Form: Introdugéo do Problema Completo na forma habitual.
Defaulty Variable Type: Tipos de variaveis podendo ser:

Nonnegative continuous: X > 0

Nonnegative integer: x>0

Binary (0,1): (Ooul)

Unsigned/unrestricted: X sem restri¢do

Em um problema com 2 variaveis e 3 restri¢fes a seguinte janela aparece.

’%‘E&v Linear and Integer Programming
Eile Edit Fomat Solve and &nalyze Hesulte  Utilities  Window WinQSB Help

Vanable -->
Maximize |
ci |
2 |

|
|

~

~
nmomn

C3
LowerBound

~

M atrix Form ¥You may double click to change a direction or variable type.

Fig.05: Quadro de otimizacéo.
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Como podemos observar o problema é de maiximizar, onde as restricdes sdo localizadas

na lateral esquerda e as varidveis na parte superior do quadro.

Tela de resolugéo de problema e obtencéo de resultados.

O quadro abaixo representa um problema ja concluido.

21:13:55 | Tuesday | Apil [ 03 | 2002 | |
‘Decision | Solution Unit Cost or Total Reduced Basis Allowable Allowable
Wariable Value Frofit cfj) Contribution Cost Status | Min. cf)) Max. cij)
1] X1 18.0000 R0.0000 900.0000 o basic =~ 40.0000  90.0000
2 X 48.0000 60.0000 2.680.0000 o basic = 33.3331  75.0000
1 Objective  Function (Max.) = 3.780.0000
B Left Hand Right Hand Slack  Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side or Surplus  Price  Min. RHS Max. RHS
1] 1 180.0000 €= 180.0000 0 16.0000 100.0000 2250000
2 cz 150.0000 €= 150.0000 o 6.0000 1200000 270.0000

Fig.06: Tela de conclusdo do problema.

Pela tabela temos:

Decision variable: Nome das variaveis.

Solution value: Valor das variaveis da solucéo 6tima.

Unit cost or profit c(j): Coeficiente da varidvel da funcédo objetivo.
Total contribution: Contribuicdo total da fungédo objetivo cjx;.
Reduced cost: Reducdo de custo.

Basis status: Indica se a variavel é ou ndo basica.

Allowable Min. C(j): Minimo valor de Cj sem que mude a base 6tima.
Allowable Max. C(j): Mé&ximo valor de Cj sem que mude a base 6tima.
Objective function: Valor da fungéo objetivo.

Constraint: Nome da restricéo.

Left hand side: Valor do termo a direita.

Direction: Sinal da restricao.

Right hand side: Valor da restricdo da solucdo 6tima.

Slack or Surplus: Valor da variavel de folga.

Shadow price: Valor da variavel dupla associada a restri¢ao.
Allowable Min. RHS: Minimo valor para bi sem que mude a base 6tima.

Allowable Max. RHS: Maximo valor para bi sem que mude a base 6tima.
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Exemplos de exercicios em que o Método Simplex pode ser aplicado:

1) Um empregado decidiu comercializar barcos. Depois de empregar alguns
trabalhadores e de descobrir os precos aos quais venderia nos modelos, chegou as
seguintes observagdes. Cada modelo comum rende um lucro de R$ 520,00 e cada modelo
rdpido rende um lucro de R$ 450,00. Um modelo rapido requer 40 horas para ser
construido e 24 horas para o acabamento. Cada modelo répido requer 25 horas para ser
construido e 30 horas para o acabamento. Este empregador dispde de 400 horas de
trabalho por minuto para construgéo e 360 horas por més para acabamento. Quanto deve

produzir de cada modelo de maneira a maximizar o lucro?

2)Encontre a solucdo 6tima do seguinte problema de programacao linear testando o valor

da funcéo objetivo em cada um dos pontos abaixo descritos:

a) Max Z =20 x1 + 40 x2

Restricdes: (X1 +X2<3
2X +X2<5
4x1+ %2 <12
X1, X2 >0

b) Max Z =12x + 4y

Restri¢cbes: (  x + 2y < 800
X + 3y < 600
2x +3y < 200
X,y>0

3) A Oleos Unidos S.A. é uma empresa do ramo de derivados de petréleo que manufatura
trés combustiveis especiais com base na mistura de dois insumos: um extrato mineral e
um solvente. No processo de producdo ndo existe perda do material, de forma que a
quantidade de litros de extrato mineral somada a quantidade de litros de solvente utilizada
para a fabricacéo de um tipo de combustivel resulta no total de litros daquele combustivel.

A proporcdo da mistura esta descrita na tabela a seguir:
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Combustivel A

Combustivel B

Combustivel C

Extrato Mineral

8 litros

5 litros

4 litros

Solvente

5 litros

4 litros

2 litros

Suponha que a Oleos Unidos S.A. tenha disponiveis 120 litros de extrato mineral e 200

litros de solvente, e que os lucros liquidos esperados para os trés combustiveis sejam de

R$ 20,00, R$ 22,00 e R$ 18,00, respectivamente. Responda:

a) Estabeleca um modelo de programacéo linear que determine a quantidade de cada

combustivel a ser fabricada, dadas as restricGes de matéria primas.

b) Quanto de cada produto deve ser manufaturado de modo a maximizar o lucro da

companhia? De quanto é esse lucro? (Utilize o método simplex).

5) Um pequeno entregador pode transportar madeira ou frutas em seu carrinho de méo,
mas cobra R$ 20,00 para cada fardo de madeira e R$ 35,00 por saco de frutas. Os fardos
pesam 1 kg e ocupam 2 dm? de espaco. Os fados de frutas pesam 1 kg e ocupam 3 dm?
de espaco. O carrinho tem capacidade para transportar 12 kg e 10 dm?®, e o entregador

pode levar quantos sacos e fardos desejar. Resolva o problema pelo método simplex e

determine qual serd o lucro do entregador e como ele deve preencher o seu carrinho.

6) Uma pequena malharia produz dois tipos de camisas: de manga curta e de manga
comprida. Toda a producédo feita € vendida para um distribuidor, que compra tudo o que

é produzido. A confec¢do de cada camisa passa por trés secoes de trabalho: corte, costura

e acabamento. A tabela 1 mostra os tempos necessarios em cada se¢éo:

Tabela 1

Tempo de fabricagdo de uma camisa em cada se¢éo

Produto Tempo de fabricacdo (em horas)
Corte Costura Acabamento

Manga Curta 3 1,5 5

Manga Comprida 3 3 3

A tabela 2 mostra a quantidade de horas por semana em cada se¢éo de trabalho.

Tabela 2

Limites de capacidade de fabricacao
Secéo de trabalho Homens/ horas por semana
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Corte 210
Costura 160
Acabamento 330

Determine a quantidade de cada tipo de camisa que deve ser fabricada de forma a
maximizar o lucro da empresa sabendo que o lucro unitario proporcionado pela camisa
de manga curta é de R$ 2,00 e o proporcionado pela de manga comprida é de R$ 3,00.

Faca atraves do metodo simplex.

7) Uma empresa de mdveis de cozinha fabrica trés tipos de meses de férmica: quadrada,
retangular e redonda. Cada mesa passa por dois processos: de producéo e de acabamento.
A tabela a seguir resume o nimero e horas requeridas por mesa em cada um dos
processos, bem como o lucro unitario de cada mesa. A partir desses dados utilize o método

simplex para achar a solucéo 6tima a fim de maximizar os lucros da producéo.

Modelo de mesa Producéo Acabamento Lucro unitario
Quadrada 2 horas 2 horas 30
Retangular 3 horas 2 horas 60

Redonda 4 horas 2 horas 80
Total semanal 1.000 horas 600 horas -
disponivel

8) Considere uma fabrica de radios que possui duas linhas de producéo:

Rédios Standard (RS); Réadios Luxo (RL). A tabela de produtividade fornece as seguintes

informagdes:
Maximo de Mao-de-obra empregada | Lucro unitario
funcionarios na linha | na producédo (R9)
de producéo (homem/dia/unidade)
RS 24 1 30,00
RL 32 2 40,00

A fabrica possui um total de 40 funcionarios a serem alocados nas duas linhas de

producdo. Maximize os lucros diarios através do método simplex.

Consideracoes Finais.
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Essa pesquisa sobre Elementos de Programacdo Linear me ajudou a perceber a
forma como as coisas se interagem, na medida em que pude compreender a aplicacéo de
conceitos matematicos em situacdes do cotidiano com o uso do Método SIMPLEX, bem
como o modo como aplica-las para se obter um melhor proveito a partir de uma funcgéo
objetivo e de pardmetros particulares de cada caso para que se possa chegar até a solucao
6tima do meu problema, esse método possui inimeras aplicagdes aléem do que seu uso €

bem simples, facilita a gestdo diaria, mensal e até mesmo anual de uma empresa.

Os problemas aqui mostrados apesar de serem ficticios podem ser adaptados para
situacOes reais, mesmo por que os resultados encontrados com os dados fornecidos se

aproximam da realidade.
Considero esse um trabalho de grande ganho pessoal, pois me proporcionou uma
compreensdo maior e também por possuir grande utilidade no cotidiano, basicamente

podemos analisar esse modelo como uma forma de modelagem matematica, pois

possibilita a implementacdo de conhecimentos matematicos em diversas areas.

Conclusao
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A programacao Linear é uma ferramenta interessante, pois possibilita que alunos
ou interessados desenvolvam sua capacidade de programacédo que hoje em dia vem se
expandido cada vez mais nas mais diversas areas de aplicacdo, vale ressaltar que todo e
qualquer tipo de conhecimento de programacao € valido, pois garante ao individuo que o
possui uma vantagem perante aos demais, digo isso com base no processo de vivéncia e
conhecimento adquirido nesses quatro anos de estudos, muito disso se deve ao crescente
uso e desenvolvimento de programas nos diversos meios de comunicagdo onde

linguagens de programacdo como Java e C ++ sdo utilizadas.
Concluo que esse trabalho € importante quando é analisado e como é utilizado o
Método SIMPLEX no processo de otimizacdo de problemas de programacao linear que

tenham a finalidade de reducdo de custos e obtencéo de lucro, que é o que toda e qualquer

empresa procura bem como pequenos e medios comerciantes.
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