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“A geometria € uma ciéncia de todas

as espécies possiveis de espagos.”

(Immanuel Kant)



Resumo

Neste trabalho fiz um estudo, por meio de pesquisa bibliogrifica, de um tipo de
transformacao geométrica no plano e no espago, a isometria, visando apresentar os seus
resultados basicos e principalmente mostrar todos os tipos de isometrias existentes no plano
e no espaco, sendo motivada pela curiosidade em verificar a possibilidade de se fazer um
estudo completo das isometrias. Também foi abordado no mesmo, algumas propriedades
da isometria em ambos os meios, fazendo com que percebamos que elas possuem certas
importancias, como encontrar caminhos diferentes na resolugoes de alguns problemas de
construgoes geométricas, de uma maneira geral, raciocinando sobre o plano e sobre o es-
paco, outra importancia delas é que sao importantes objetos de estudo em diversas areas da
matemética, como por exemplo, na Algebra Linear, na Geometria Analitica, na Geometria
Plana e na Geometria Projetiva e podemos destacar também a importancia de podermos

utiliza-la como uma importante ferramenta de demonstragao.

Palavras-chave: Isometria. Plano. Espaco. Propriedades. Aplicagoes. Construgoes

geometricas. Obejetos de estudo. Ferramenta de demonstragao.



Abstract

In this paper did a study, by means of literature, a kind of geometric transformation
in the plane and in space, isometrics, seeking to present their results mainly basic and
show all kinds of isometries exist in the plan and space, being motivated by curiosity to ve-
rify the possibility of making a thorough study of isometries. Also discussed was the same,
some properties and applications of isometry in both media, so that they realize they have
certain amounts, such as finding ways in different resolutions some problems of geometrical
constructions, in general, reasoning about plan and about space, another important one is
that they are important objects of study in several areas of mathematics, for example, in
Linear Algebra, in Analytical Geometry, in Plane Geometry and in Projective Geometry

and we also highlight the importance we can use it as an important demonstration tool.

Keywords: Isometry. Plan. Space. Properties. Applications. Geometric constructi-

ons. Obejetos study. Demonstration tool.
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Capitulo 1

Preliminares

Para darmos inicio ao contetido a ser estudado, primeiramente tomaremos conheci-
mento de alguns conceitos basicos da Geometria Euclidiana, que nos necessitaremos para

melhor entendimento ao estudo a ser seguido.

1.1 Conceitos basicos
Definigao 1.1.1. Sejam A e B dois pontos distintos, entao definimos jﬁ ={P¢€ jﬁ; A—
B — PYUAB e dizemos que /@ é uma semireta com vértice A.

Definigao 1.1.2. Seja r uma reta. Todo ponto A € r determina em r duas semiretas
opostas oy e gy, de modo que 01 Uoy =1 € 01 Noy ={A}. Vamos denominar o ponto A

de origem das duas semiretas.

01 02

T A
Figura 1.1: Determinagao de duas semiretas

Definicao 1.1.3. Seja r uma reta. Dados trés pontos distintos A, B e C sobre a reta r,

diremos que C' estd entre A e B quando estes pertencerem a semiretas distintas de origem

em C.
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Figura 1.2: C' esta entre A e B

Definicao 1.1.4. Seja r uma reta. O conjunto de todos os pontos da reta r situados entre

A e B, mais estes pontos, € denominado de segmento de reta AB.

Em todo o texto, vamos usar a notacdo AB também como a medida do segmento
de reta AB, ou seja, AB = {A, B} U{X ¢ fﬁ;A — X — B}, onde sempre ird valer a
seguinte desigualdade AB > 0, e AB = 0 somente acontecera se, e somente se, A = B.
Escreveremos também d(A, B) em vez de AB, quando quisermos nos referir da distancia

do ponto A ao ponto B.

Observagao 1.1.1. Quando C ¢ AB dizemos que A e B estao do mesmo lado de C, e
quando C' € AB dizemos que A e B estao de lados opostos de C.

Definigao 1.1.5. Quando C estd entre A e B (C € AB), vale AB = AC + CB e quando
C' nao estd entre A e B (C' ¢ AB), vale AB = |AC — BC|.

o o o
A C B
Figura 1.3: C' € AB
o o o
A B C

Figura 1.4: C' ¢ AB

Postulado 1.1.1 (Postulado da Régua). Seja P um conjunto de pontos. A distancia d

entre os pontos A e B é uma aplicacio d : P x P — R definida por

AB = |f(B) = f(A),
onde f:r — R, f: A f(A) € uma bijegao.
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Teorema 1.1.1. Dada a semireta A§ entao existe um unico sistema de coordenadas f

para B tal que f(A)=0¢e AB = {P|f(P) > 0}.
Demonstracao. Ver [2] pag. 87. O

Teorema 1.1.2. Em uma semireta de origem em A, ewiste para cada nimero real d > 0,

um unico ponto X tal que AX =d.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.1.1 temos que @ tem um sistema de coordenadas f tal
que AB = {P|f(P) >0} e f(A) = 0. Para qualquer ponto X € 1@, temos f(X) = AX.
Dado um d € R* tal que AX = d e uma semireta de origem em A, mostraremos que X é
o tnico ponto na semireta dada que acontece tal fato. Suponhemos que existe outro ponto

Y na semireta dada, tal que AY = d. Entéo,

AX=d=AY =2 AX =AY = d(A, X)=d(AY)=> X - A=Y - A= X =Y.

Definicao 1.1.6. Se A— M — B e AM = MB, entao M ¢ um ponto médio de AB.
Teorema 1.1.3. Cada segmento possui um unico ponto médio.

Demonstracao. Dados os pontos A e B distintos, de modo que formam o segmento AB,
entao da Definicao 1.1.6 temos que existe um ponto M tal que AM = M B. Suponhemos

que M; e M, sao pontos médios de AB distintos, assim temos

AMl - MlB - ATB
AMy = MyB = ATB
Dalf,
4B
AM1 = 7 :AMQ :>AM1 :AMQ :>d(A,M1) :d(A,MQ) =M —A= MQ—A

:>M1 :MQ.
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Quando C' é o ponto médio do segmento de reta AB, dizemos que A é o simetrico de

B relativamente a C', e por convengao, o simétrico de C' relativamente a C' é o proprio C.

(@]

Figura 1.5: Ponto médio

Agora daremos inicio ao estudo das isometrias, mas primeiramente iremos ver os
conceitos mais basicos deste estudo, que sao as isometrias na reta, assim no decorrer do
avanco do contetido a ser estudado, iremos ver os conceitos mais complexos, nos quais sao

as isometrias no plano e no espaco.

1.2 Isometrias na Reta

Definicao 1.2.1. Uma isometria da reta r na reta s € uma funcao T : v — s que preserva
a distdncia entre os pontos, ou seja, se dois pontos quaisquer X,Y € r sao transformados

por T nos pontos X' =T(X) eY' =T(Y) em s, entio X'Y' = XY .

Teorema 1.2.1. Toda isometria T : r — s € uma funcao bijetora, da qual sua inversa

T1:s—r é ainda uma isometria.

Demonstracao. Seja T : r — s uma isometria e dados os pontos X,Y € r, atribuiremos
X' =T(X)eY =T(Y) de modo que X', Y" € s. Primeiro iremos mostrar que 7' ¢é
injetora, entao se

X£ZY=2XY >0=XY' =XY >0=XY >0=X'"£Y' = T(X) £T().

Logo T ¢é injetora.
Provaremos agora que T é sobrejetora, para isso pegaremos um ponto arbitrario Y € s

e mostraremos que existe um ponto X € r tal que T(X) = Y. Para isso, tomemos um

13



ponto qualquer A € r e coloquemos A’ = T'(A). Seja d = A’Y, assim havera dois casos a
considerar: d =0e d > 0.

(i)d=0

Teremos que A’ =Y e A é o ponto X procurado.

(i) d >0

Pela consequéncia do Teorema 1.1.3 teremos que existe dois pontos B,C € r, situados a
distancia d do ponto A. Pelo fato de T' ser injetora, transforma B e C nos dois tnicos
pontos de s situados a distancia d do ponto A’. Como um destes é o ponto Y, segue que
setem T'(B) =Y ouT(C) =Y.

Logo, T ¢é sobrejetora e portanto é bijetora.

Provaremos agora a ultima parte do teorema, entdo dados X', Y’ € s, temos X' = T'(X) e

Y'=T(Y),onde X =T71(X') e Y =T71(Y’). Entéo,

XY =d( X, Y')=dT(X), TY)) =d(X,Y) = XY.
Logo, T~!: s — r é uma isometria. O
Corolario 1.2.1. A func¢ao composta de duas isometrias € ainda uma isometria.

Demonstracao. Sejam T :r — s e U : s — v isometrias, tais que dados os pontos A, B € r
temos que T'(A) = A, T(B) = B,U(A") = A" ¢ U(B') = B". Como T e U sao isometrias

teremos

AB=A'B'e A'B'=A"B" = AB = A"B".
Como,
UoT(A)=U(T(A)=UA)=A"eUoT(B)=U(T(B)) =U(B")=B".
Logo, U o T é uma isometria. [

Teorema 1.2.2. A imagem do segmento de reta AB C r por uma isometria T : r — s €

o segmento de reta A'B' C s, onde A' =T(A) e B =T(B).

Demonstracao. De fato, dado o ponto C' € r e colocando C" = T'(C') e tomando a isometria

T:r—s,emque A =T(A) e B =T(B). Entao, se
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CeAB& AB=AC+(CB& AB =AC+(C'B"<(C € AB

€ se

C¢ AB< AB=|AC — BC| < A'B' = |AC' = B'C'| < (' ¢ A'B'.

]

Corolario 1.2.2. A isometria T : v — s, que transforma o segmento de reta AB no
segmento de reta A'B’, leva necessariamente o ponto médio M de AB no ponto médio

M'=T(M) de A'B.

Demonstracao. De fato, considerando a isometria T' : r — s que leva o segmento AB
ao segmento A’B’ e M o ponto médio de AB, entao como M € AB pelo Teorema 1.2.2

teremos que M’ € A’B’ e como

MX'=MX=MY =MY' = MX'=MY'

Portanto, a isometria 7" leva o ponto médio M de AB ao ponto médio M’ de A’'B’. m

1.2.1 Reflexao em torno de um ponto

Definicao 1.2.1.1. Consideremos um ponto A sobre a reta r. A reflexao em torno de
A € a fungao Ry : r — r que associa a cada ponto X € r seu simétrico X' = Ra(X)
relativamente ao ponto A. Tem-se portanto Ra(A) = A, e para todo X # A emr, A é o
ponto médio do segmento de reta X X', onde X' = Ra(X). Assim, X e X' pertencem a

semi-retas opostas de origem em A.

Segue-se da Definicao de Reflexao em torno de um ponto, que dois pontos X,Y € r
estao do mesmo lado do ponto A se, e somente se, suas respectivas imagens X’ e Y’ por
R, também estao. Do mesmo modo, dois pontos X,Y € r estao em lados opostos de A

se, e somente se, suas respectivas imagens X’ e Y’ por R, também estao.

15



Figura 1.6: XY estao do mesmo lado do ponto A

o o
r X Y A Y X
Figura 1.7: XY estao em lado opostos de A

Teorema 1.2.1.1. Seja A um ponto arbitrdario da reta r, entdo toda reflexio Rao : 1 — 1

€ uma 1sometria.

Demonstra¢ao. Tomemos dois pontos X,Y € r, de modo que X' = R4(X) e Y = Ra(Y).
H4 dois casos a considerar:

(i) Se X e Y estao do mesmo lado do ponto A. Temos que

XY =d(X,Y) =d(X,A) —d(Y,A)| = |d(X", A) —d(Y', A)| = d(X",Y') = XY’
(ii) Se X e Y estao em lados opostos de A. Teremos

XY =d(X,Y)=d(X,A) +d(A)Y) =d(X",A) +d(A,Y") =d(X",Y') = X'Y".
Portanto, a reflexao R4 é uma isometria. O

Lema 1.2.1.1. Uma isometria T : v — v que possui dois pontos fizos distintos € a fun¢ao

identidade.

Demonstragao. Sejam os pontos A, B € r, tais que T(A) = A e T(B) = B, ou seja, A e
B sao pontos fixos da isometria T : r — r. Portanto, se existisse um ponto que nao fosse

fixo, isto ¢, X € r tal que X' = T(X) # X entd@o, como se tem
A(A, X) = d(T(A), T(X)) = d(A, X

Logo, o ponto A seria o ponto médio do segmento X X’. Do mesmo modo, B seria também

o ponto médio desse segmento. De fato, como temos
d(B,X)=d(T(B),T(X)) = d(B,X)

16



Logo, A = B. O

Dai, toda isometria 7" : r — r diferente da identidade, possui no méximo um ponto

fixo.

Observacao 1.2.1. Mais afrente veremos uma isometria do tipo T : R? — R? que ird
servir como um contraexemplo para o Lema citado anteriormente, na qual € a Reflexdao em

torno de uma reta, pois ela fizard todos os pontos na reta.

Lema 1.2.1.2. Sejam T,S : r — s isometrias. Se existirem pontos A # B em r tais que

S(A)=T(A) e S(B) =T(B), entao S =T, isto é, S(X) =T(X),VX € r.

Demonstracao. De fato, se tomarmos as isometrias 7,5 : 7 =+ se R=T"108 :r = r,

teremos dai que

Logo, R = identidade, ou seja, S = T. O

Teorema 1.2.1.2. Se a isometria T : r — r possui um ponto fixo A entdo, ou T € a

funcao identidade ou T € a reflexao em torno de A.

Demonstracao. E facil ver, que com um ponto fixo T é a funcéo identidade, usando o Lema,
1.2.1.1. Se T nao ¢ a funcao identidade, entao existe algum ponto B € r diferente de A

nao fixo, ou seja, T'(B) = B’ # B. Dali, temos
d(A,B") =d(T(A),T(B)) = d(A, B)

Logo, A é o ponto médio do segmento de reta BB’. Entao, a isometria T' coincide com a

reflexdo R4 nos pontos A e B. Assim, pelo Lema 1.2.1.2 temos que T'= R 4.

17



o o
r B A B'
Figura 1.8: A é o ponto médio de BB’

Teorema 1.2.1.3. Sejam S, T : r — s isometrias. Se existir um ponto A € r tal que
S(A)=T(A), entio ou S =T ou S =T o Ra, onde Ra: 1 — r € a reflexdo em torno do

ponto A.

Demonstracao. Tomando a isometria U = T"10 S : 7 — r, na qual admite o ponto fixo A,

logo pelo Teorema 1.2.1.2, ou U ¢ a identidade, ou seja, S =T, ou U = R4 e, neste caso,

Tl oS=Ry=ToT 'oS=ToRys=S=ToRy,.

1.2.2 Translacao

Definicao 1.2.2.1. Tomemos dois pontos distintos A, B sobre a reta r. A translacao
Tap : 7 — 1 € a fungdo que faz corresponder a cada ponto X € r o ponto X' = Tap(X) tal

que XX' = AB e, além disso, o sentido de percurso de X para X' € o mesmo de A para

B.

A nocao de sentido de percurso sobre uma reta é evidentimente clara. Em termos
matematicos mais precisos, dizer que d(X, X') = d(A, B) e que os sentidos de percurso
A — Be X — X' coincidem, ¢ a mesma coisa que afirmar que o ponto médio M do

segmento AX’ é também ponto médio do segmento BX.

WO

©
M

> Q
<O

Figura 1.9: M é o ponto médio dos segmentos AX’' e BX

18



Teorema 1.2.2.1. Seja A e B pontos arbitrdrios da reta v, entdo toda transla¢ao Tap :

r—1r € uma isometria.

Demonstragao. Podemos observar que, se Tap(X) = X' e Tap(Y) =Y’ entao d(X, X') =
d(A,B) = d(Y,Y’). Dados X,Y € r, para mostrar que d(X',Y’) = d(X,Y), teremos que
considerar dois casos:

(i) Os segmentos XX’ e Y'Y’ nao tem pontos interiores em comum. Entao,

AX, YY) =d(X,Y)+dY,Y) =d(X",Y) +d(X,X") = d(X,Y) = d(X",Y') = d(X,Y).

d *—0 @
X X Y Y

Figura 1.10: XX’ e YY”’ nao tem pontos em comum

(ii) Os segmentos X X’ e Y'Y’ tem pontos interiores em comum. Entéo,

AXY)=d(X,Y") —d(X,X') =d(X,Y") —d(Y,Y") = d(X,Y) = d(X",Y") = d(X,Y).

o o o o
X Y X' Y'
Figura 1.11: XX’ e YY” tem pontos em comum

Em ambos os casos temos, d(X')Y') = d(X,Y). O

Teorema 1.2.2.2. Se T : r — r € uma isometria, entao T' € a fung¢ao identidade ou uma

translacao ou a reflexao em torno de um ponto de r.

Demonstracao. Segue do Lema 1.2.1.1 para mostrar que 7' é identidade. Se T nao é a
fungao identidade, entdo existe A € r tal que A’ =T(A) # A. Seja A” =T(A’). Uma vez
que 7' é uma isometria, tem-se d(A’, A”) = d(A’, A) > 0. Ha duas possibilidades:

(i) A" #£ A.

Neste caso, A" é o ponto médio do segmento de reta AA”, portanto T coincide com a

translagao T4 4 nos pontos distintos A e A’, assim T" = T4 4/, em virtude do Lema 1.2.1.2.
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>0

o o
r A A
Figura 1.12: A’ é o ponto médio de AA”

(ii) A” = A.
Se chamarmos de M o ponto médio do segmento AA’, notemos que
d(T(M),A") = d(T(M),T(A)) = d(M, A) = d(M, A') = d(T'(M), T(A)) =
d(T(M), A") = d(T(M), A) = d(T (M), A') = d(T(M), A).
Portanto, T'(M) é o ponto médio de AA’; ou seja, T(M) = M. Logo, T coincide nos dois
pontos distintos A e M, com a reflexao Ry, em torno do ponto M. Pelo Lema 1.2.1.2

temos que T'= Ry;. O

>Q

©
r A=A" M

Figura 1.13: M é o ponto médio de AA’
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Capitulo 2

Isometrias no Plano

Continuamos admitindo uma unidade de comprimento fixada e indicando com d(A, B)
ou AB a distancia do ponto A ao ponto B no plano II, ou seja, o comprimento do segmento
de reta AB.

Além disso, teremos que lembrar que o ponto C pertence ao segmento de reta AB

se, e somente se,
d(A, B) = d(A,C) + d(C, B).

Definicao 2.0.2. Uma isometria entre os planos 11 e II' é uma funcao T : 11 — II' que
preserva distancias. Isto significa que, para quaisquer pontos X,Y € I1, pondo X' = T'(X)
eY' =T(Y), tem-se d(X',Y') = d(X,Y).

Teorema 2.0.3. Toda isometria T : I — II' transforma retas em retas.

Demonstracao. Seja r C II uma reta. Assumindo dois pontos distintos A e B em r,
colocando A’ = T'(A), B’ = T(B) e chamemos de 7" a reta no plano II' que passa por A’ e

B’. Dado um ponto arbitrario X € r, um dos trés pontos A, B e X esta entre os outros

dois. Suponhemos que B esteja entre A e X, ou seja, que B € AX. Dai, AX = AB+ BX
portanto, pondo X’ = T'(X), teremos A’X’ = A’B’+ B'X’, assim B’ € A’X’. Desta forma

os pontos A’, B" e X’ sdo colineares. Os outros dois casos, que sao de que A esta entreB e X

e que X estéa entre A e B, sdo mostrados analogamente. Isto mostra que X € r = X’ € 1.
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Por consequéncia a restricao de T a r é uma isometria entre r e r’. Como toda isometria

entre retas é sobrejetora, tem-se T'(r) = 1. O

I jug

Figura 2.1: Isometria entre retas

Teorema 2.0.4. Uma isometria T : II — II' transforma retas perpendiculares em retas

perpendiculares.

Demonstrag¢ao. Tomando as retas perpendiculares r, s € II, suponhemos o ponto A como
ponto de intersecao de 7 e s, dois pontos B,C' € r equidistantes de A e um ponto D €
s. A isometria T transforma a mediana AD do tridngulo isésceles BC'D na mediana
A'D’" do triangulo isosceles B'C'D’, portanto A’D’ é perpendicular a B'C’, ou seja, 1’ é

perpendicular a s’. O

Figura 2.2: Retas perpendiculares
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Teorema 2.0.5. Toda isometria T : I1 — II' é uma bijecio, cuja inversa T—1:1I' — II é

ainda uma isometria.

Demonstragao. Seja T : II — II' uma isometria e dados X,Y € II, ponhemos X' = T'(X)

eY' =T(Y) de modo que X', Y" € II". Primeiro iremos mostrar que 7' é injetora, entao se

X#Y=dX,)Y)>0=dX,Y)=dX,Y)>0=dXY)>0=X#Y' =
T(X)#T(Y)

Logo, T' é injetora.

Provemos agora que T é sobrejetora, para isso tomaremos um ponto arbitrario X’ € II’
e mostraremos que existe um ponto X € II tal que T'(X) = X’. Para isso, delineamos
uma reta qualquer r em II. A imagem de r por T é uma reta ' = T'(r) no plano II'; pelo
Teorema 2.0.3. Se X’ € 1/, entao por definicao de imagem, existe um ponto X € r tal que
T(X) = X'. Caso contrario, seja s’ a perpendicular baixada de X’ sobre r’. Chamaremos
de Y’ o ponto de intersecao de r’ com s’. Ja que Y’ € r/, entdo existe Y € r tal que
T(Y) =Y. Seja s a reta perpendicular a r passando por Y. A imagem de s pela isometria
T é a perpendicular a 7’ e contém Y’ pelo Teorema 2.0.4. Logo, T'(s) = s'. Como X' € ¢,
entdo existe X € s tal que T'(X) = X".

Portanto, T' é sobrejetora, assim 1" é bijetora.

Agora mostremos a ultima parte do teorema, entdo dados X', Y’ € II', temos X' = T'(X)

eY' =T(Y),onde X =T 1(X") e Y =T7}Y’). Entéo,

d(X"Y") = d(T(X), T(Y)) =d(X,Y) =d(T"H(X"), T"'(Y"))
= d(X",Y") = d(T~N(X"), T} (Y")).

Logo, T~! : II' — II ¢ uma isometria. O

Teorema 2.0.6. Se T : II — II' ¢ S : II' — II” sao isometrias entre planos, entio a

composta S o T : II — 1" € também uma isometria.

Demonstragao. Sejam T : 11 — 1" e S : II" — I1” isometrias entre planos, tais que dados
os pontos A, B € 11 temos que T'(A) = A", T(B) = B',S(A") = A" ¢ S(B') = B". Como T

e S sao isometrias entre planos, entao
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d(A,B) =d(A",B') ed(A",B") =d(A",B") = d(A, B) = d(A”, B").
Como,
SoT(A)=S(T(A)=S(A)=A"e SoT(B)=S(T(B))=S(B) = B".

Logo, S o T é uma isometria. ]

2.1 Simetria em torno de um ponto

Definicao 2.1.1. Tomemos um ponto A no plano 1I. A simetria em torno de A € a
fungio Sy : 11 — II assim definida, Sq4 = A e para X # A, Sa(X) = X' € o simétrico
de X relativamente ao ponto A. Noutras palavras, A € o ponto médio do segmento de reta

XX

Teorema 2.1.1. Seja A um ponto arbitrdrio do plano 11, entdo toda simetria Sy : I — 11

€ uma 1sometria.

Demonstracao. Dados X,Y € II tal que Sy(X) = X' e Sa(Y) = Y’, podemos observar
que AX = AX', AY = AY” por definicao de simetria e X AY = X'AY” por serem angulos

opostos pelo vértice. Assim, os triangulos AXY e AX'Y’ sdo congruentes pelo caso L —
A-—L.
Logo, XY = X'Y". O]

Y X'

Figura 2.3: Simetria em torno de um ponto
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2.2 Reflexao em torno de uma reta

Definigao 2.2.1. Seja r uma reta no plano 1. A reflexao em torno da reta r € a fungao
R, : 11 — 1II assim definida R.(X) = X, VX € r e para X ¢ r, R.(X) = X' € tal que
a mediatriz do segmento X X' € a reta r. Noutras palavras, seja Y o pé da perpendicular

baizada de X sobre r. Entao, Y € o ponto médio do segmento de reta X X'.

Teorema 2.2.1. Seja R, : I — II uma reflexao em torno da reta r, mostremos que R, é

uma 1sometria.

Demonstragiao. Dada a reta r € Il e a reflexdo R, : II — II tal que R.(X) = X' e
R.(Y) =Y. Iremos considerar dois casos:

(i) X e Y estao do mesmo lado da reta r no plano II e o segmento XY nao é paralelo a
reta.

Nesse caso, tracamos os segmentos X A e X’'A’ paralelos a r, com A e A" sobre YY'. Os
triangulos retangulos X AY e X'A’Y’ tém os catetos com o mesmo comprimento, logo
0 mesmo ocorre com suas hipotenusas, isto é, XY = X'Y’, pelo fato de os triangulos

retangulos serem congruentes pelo caso cateto — cateto.

Y

X A
| |
r [ |
| I

X A

v

Figura 2.4: Reflexao dos pontos X e Y do mesmo lado de r e XY nao ¢é paralelo
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(ii) X e Y estdo do mesmo lado da reta r no plano II e o segmento XY ¢ paralelo a reta.
Agora, iremos tracar o segmento XY de tal modo que seja paralelo & reta r, tal que
R.(X) = X"e R.(Y) = Y'. Podemos notar facilmente que o segmento XY’ também é
paralelo a reta r. Assim, podemos formar um retangulo de lados XY, Y'Y’ XX’ e X'Y".
Logo por definicao de retangulo temos que XY = X'Y".

I
[

<

e s )

<

X

Figura 2.5: Reflexao dos pontos X e Y do mesmo lado de r e XY é paralelo

(iii) X e Y estao em lados opostos da reta r no plano II.

Sejam A e B os pontos de intersecao de XY e XX’ com a reta r, respectivamente. Os
triangulos retangulos ABX e ABX' tem o cateto AB em comum e BX = BX' por definicao
de reflex@io, logo suas hipotenusas tém o mesmo comprimento AX = AX’, em consequéncia
de serem dois tridngulos retangulos congruentes pelo caso cateto — cateto. Analogamente,
AY = AY'. Deste modo os triangulos AX X’ e AYY’ sdo isosceles, portanto suas medianas
sao bissetrizes, assim o = o/ e f = ’. Por outro lado, « = ' como angulos opostos pelo
vértice. Entao, a + o' = 8+ '. Como, 8+ ' é o suplemento do angulo X Ay’ , segue-se

que a + o também é suplemento do mesmo, logo X', A e Y’ sdo colineares. Portanto,

XY ' =X'A+AY' = XA+ AY = XY.
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Figura 2.6: Reflexao dos pontos X e Y de lados opostos de r

Uma ocorréncia geométrica importante a respeito da reflexao R, : II — II é que
ela transforma o triangulo ABC num tridngulo A’B’C" no qual o sentido de rotac¢ao dos

vértices A — B’ — C’ é oposto do sentido A — B — C.

C

C'

Figura 2.7: Reflexao do Triangulo em torno de r
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2.3 Translacao no Plano

Definigao 2.3.1. Sejam A, B pontos distintos do plano 11. A transla¢ao Typ : 11 — 11 €
a fungao assim definida: dado X € I, sua imagem X' = Tap(X) € o quarto vértice do

paralelogramo que tem AB e AX como lados.

Figura 2.8: Paralelogramo de lado AB

Esta defini¢ao de T4p(X) se emprega apenas quando A, B e X nao sdo colineares.
Se os pontos A, B e X forem colineares, sua imagem X’ = Typ(X) ja foi definida quando
estudamos as isometrias da reta.

Qualquer que seja a posi¢ao de X no plano II, sua imagem X' = Typ(X) fica com-
pletamente caracterizada pelo fato de que os segmentos de reta AX’ e BX tem o mesmo
ponto médio M. Desta maneira, se quisermos construir X’ geometricamente a partir de
A, B e X pegamos o ponto médio M do segmento BX e prolongamos o segmento AM até
X’ de modo que M X' = AM.

Destaquemos que a translacao T'4p nao possui pontos fixos. Na realidade, para todo

ponto X € II, com Typ(X) = X', tem-se d(X, X') = d(A, B).

Teorema 2.3.1. Sejam A e B pontos arbitrarios do plano 11, entao toda transla¢ao Tapg :

II — II € uma 1sometria.

Demonstracao. Consideremos dois pontos arbitrarios X, Y € II, de modo que suas imagens

sejam X' = Typ(X) e Y =Tup(Y). Se a reta r que comporta X e Y ¢é paralela ou igual
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a reta s que contém AB entao, Tup restrita a r, é a translacao Txx: : r — r, logo
d(X",Y') =d(X,Y). Se r nao ¢é paralela nem igual a s entdao X X’ e Y'Y’ sao lados opostos
de um paralelogramo, logo 0 mesmo ocorre com XY e X'Y’. Segue-se que d(X',)Y') =

d(X,Y). O

2.4 Rotacao

Definicao 2.4.1. Sejam O um ponto tomado no plano 1l e a = AOB um angulo de vértice
O. A rotagao de dngulo o em torno do ponto O € a fungao po : II = 11 assim definida:
p0.a(0) = O e, para todo ponto X # O em 11, pp (X) = X' € o ponto do plano 11 tal que
d(X,0) =d(X, O),X@X’ =« e o sentido de rotacao de A para B é o mesmo de X para
X'.

A circunstancia XOX’ = « significa, em termos geométricos, que se pegarmos os

pontos A e B tais que OA = OB = OX = OX’ entdao AB = X X', pelo caso de congruéncia

de triangulos L — A — L. A condi¢ao de que o sentido de rotacao de X para X' seja o
mesmo que o sentido de A para B é clara intuitivamente e pode ser elaborada de maneira

precisa dizendo-se que os angulos B OX e AOX' tém a mesma bissetriz.

O

Figura 2.9: Bissetriz de BOX e AOX'

Agora, se forem dados dois pontos X,Y € II, diferentes de O, faca-se X’ e Y’ suas
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imagens pela rotacao po,. Como os angulos X'0Y e XOY' tém a mesma bissetriz,
procede-se que X OY = X'OY’. Sendo OX = OX' ¢ OY = OY’ , concluimos que os
triangulos XOY e X'OY” sao congruentes pelo caso L — A — L. Logo, X'Y' = XY, ou

seja, po,. ¢ uma isometria, cujo o tnico ponto fixo é O.

Figura 2.10: Bissetriz de X'0Y e XOY'

Com isso, fica demosntrado o seguinte Teorema.

Teorema 2.4.1. Sejam O um ponto arbitrdrio no plano 1l e a = AOB um angulo de

vértice O, entao toda rotagao po : 11 = II € uma isometria.

Observagao 2.4.1. Quando o dngulo o = AOB ¢ raso, ou seja, quando OA e OB sao

semi-retas opostas, a rotagao po. coincide com a simetria So, em torno do ponto O.

2.5 Reflexao com deslizamento

Definicao 2.5.1. Sejam v = 1@ um vetor nao-nulo e r uma reta paralela a v no plano
I1. A reflexao com deslizamento, determinada pelo vetor v e pela reta r, € a isometria
T =T,0R, :1Il = 1II, obtida fazendo a translagao T, sequir-se a reflexao R,.. A reflexdo

com deslizamento, como a translacao T,, nao possui ponto fizo.

Como, a reflexao com deslizamento por definicao é a composicao de duas isometrias,

entao pelo Corolario 1.2.1, a mesma é uma isometria.
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e

R,(X) o X'

Figura 2.11: Reflexao com deslizamento

Teorema 2.5.1. Se uma isometria T : 11 — II possui trés pontos fizos nao colineares,

entao T = identidade.

Demonstra¢ao. Sejam A, B e C' pontos nao colineares no plano II, tais que T(A) =
A, T(B) = B e T(C) = C, ou seja, sao pontos fixos. Tome as retas r que passa por
AB e s que passa por AC. A imagem da reta r pela isometria 1" é a reta que passa pelos
pontos T(A) = A e T(B) = B. Logo T(r) = r. Deste modo, a restricao T|r é uma
isometria da reta r, com dois pontos fixos distintos A e B. Pelo Lema 1.2.1.1, tem-se
T(X)= X para todo X € r. Analogamente tem-se que T(Y') =Y para todo Y € s. Seja
agora Z um ponto arbitrario do plano II. Facamos passar por Z uma reta t que corta r
e s respectivamente nos pontos X e Y. Ja que T(X) = X e T(Y) = Y, concluimos que
T deixa fixos todos os pontos da reta . Em particular, T(Z) = Z. Sendo Z um ponto
arbitrario de II, resulta que T' = identidade. O

Teorema 2.5.2. Sejam S, T : 11 — II' isometrias. Se existirem em 11 trés pontos nao-
colineares A, B e C tais que S(A) = T(A),S(B) =T(B) e S(C) =T(C), tem-se S =T,
isto €, S(X) =T (X) para todo X € II.

Demonstracao. Considerando as condicoes acima a isometria S~! o T : IT — II deixa fixos

os pontos A, B e C, logo pelo Teorema 2.5.1 temos S~!oT = identidade, donde S = T. [
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Figura 2.12: Isometria T' com os pontos A, B e C' fixos

Teorema 2.5.3. Se uma isometria T : 11 — II possui dois pontos fizos distintos entao ou

T € a identidade ou € a reflexao em torno da reta que contém esses pontos.

Demonstragao. Sejam A # B pontos de II tais que T(A) = A e T(B) = B. Assim sendo,
T deixa fixos todos os pontos da reta r que passa por AB. Adotemos um ponto C' no plano
I1, que nao esteja na reta r. Se T'(C') = C entao T = identidade porque tem trés pontos

fixos nao-colineares, utilizando o Teorema 2.5.1. Se, no entanto, for C" = T'(C') # C' entdo,

como AC' = AC" e BC' = B(C', areta r ¢ a mediatriz do segmento C'C" assim C' = R,.(C).

Portanto T' coincide, nos pontos nao-colineares A, B e C', com a reflexdao em torno de r,

logo T' = R,, pelo Teorema 2.5.2. O

Figura 2.13: Reflexao de C' em torno de r
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Teorema 2.5.4. Sejam S, T : 11 — II' isometrias. Se existem em Il dois pontos distintos
A, B tais que S(A) = T(A) e S(B) = T(B) entao ou S = T ou S = T o R,, onde

R, : 11 — 11 € a reflexdo em torno da reta r = AB.

Demonstragdo. Como T~1o S : II — II é uma isometria com dois pontos fixos diferentes A
e B, entao pelo Teorema 2.5.3 temos que ou 7! o S = identidade, assim 7" = S, ou entao

T'oS =R, donde S =T oR,. O

Teorema 2.5.5. Ezistem apenas cinco tipos de isometrias T : I — 11 do plano 11, a saber:

Funcao Identidade, Translagao, Rotagao, Reflexao e Reflexao com deslizamento.

Demonstracao. Tomando T : II — II uma isometria diferente da identidade e A € IT um
ponto tal que A" = T(A) # A. Seja A” = T(A’). Evidentemente A’A” = AA” > 0. Assim,
hé trés casos a considerar.

(i) A, A’ e A” sdo pontos distintos e nao-colineares.

A imagem do triangulo AA’A” pela isometria T° é um tridngulo que tem A’ e A” como
vértices. Ja que os lados desse tridngulo tém medidas iguais as dos lados de AA’A”, ha
duas posigoes possiveis, By e By, para o seu terceiro vértice, a medida que ele e o ponto A

estejam ou nao no mesmo lado da reta A’A”.

Figura 2.14: Imagens do Triangulo AA’A” por T

Na primeira hipotese, o ponto By = T'(A”) forma com AA’A” a poligonal convexa AA’A” By,
na qual os lados tém a mesma medida e os angulos A e A7 sdo iguais, portanto ela pode

ser inscrita numa circunferéncia de raio OA, onde o centro O é o ponto de encontro das
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mediatrizes dos segmentos AA’, A’A” e A"B;. Seja O' = T(O) entdo, visto que OA =

OA" = OA”, temos O'A’ = O'A” = O’ By, por isso O pertence as mediatrizes dos segmentos
A’A" e A" By, donde O' = O. Deste modo, se cosiderarmos a rotacao p de centro O e angulo
AOA’, vamos ter p(A) = A' = T(A), p(A") = A" = T(A) ¢ p(A") = B, = T(A"). Resulta-

se entao do Teorema 2.5.2 que T' = p é uma rotagao.

Figura 2.15: Poligonal convexa AA’A" B,

Na segunda hipotese temos um paralelogramo no qual AA’ e A” B, sao lados opostos e
A’A” é uma diagonal. Resulta-se que os pontos médios M, P e N desses trés segmentos
estao sobre uma mesma reta r. Se considerarmos a isometria S = Ty;y o R,, composta da
translagao Ty/y com a reflexao em torno de r, veremos que S e T coincidem nos pontos
nao-colineares A, A" e A”, logo pelo Teorema 2.5.2 temos que, "= S. Comprovamos assim

que T é uma reflexao com deslizamento.

A

Figura 2.16: Paralelogramo AA’'ByA”

(ii) A, A" e A” sado pontos distintos e colineares.

Como AA’ = A’A”, podemos observar que A’ é o ponto médio do segmento AA”. A reta r,
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que contém os trés pontos dados, é convertida em si mesma pela isometria 7. Além disso
T coincide, nos pontos A e A’ com a translacao Tya : r — r, entao pelo Lema 1.2.1.2
temos que, em todos os pontos de r, T se iguala com esta translacao. Suponhemos um

ponto B fora da reta r.

Figura 2.17: Imagens do triangulo ABA’

O triangulo AA’B é transformado pela isometria 7' em outro tridngulo que tem A’ e A”
como vértices e lados com as mesmas medidas que os de AA’B. Ha duas posicoes possiveis,
By e By, para o terceiro vértice desse triangulo, de modo que ele e B estejam do mesmo
lado ou em lados opostos da reta 7.

Na primeira hipotese, AB e A’ By sao lados opostos de um paralelogramo por consequéncia,
tomando a translacao T4 4/ : II — II, podemos observar que ela coincide com a isometria 7'
nos pontos nao-colineares A, A’ e B. Entao usando o Teorema 2.5.2 temos que T = T4 4,
logo T' ¢ uma translagao.

Na segunda hipotese, como o ponto By é o simetrico de By em relagao a reta r, considerando
a reflexdo com deslizamento S = Tya o R, : II — II, observamos que S(A) = T(A) =
ASA)=TA)=T(A)=A"e S(B) =T(B) = By, logo S =T, em virtude do Teorema
2.5.2. Portanto T é uma reflexao com deslizamento.

(ifi) A” = A.

Neste caso, a isometria T' converte o segmento de reta AA’ em si mesmo, assim 7'(M) = M

se M é o ponto médio de AA’. A mediatriz s desse segmento é portanto transformada em
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si mesma por 7.

¢B

T

Figura 2.18: Mediatriz do segmento AA’

Assumindo B como um ponto dessa mediatriz, diferente de M. Ha duas possibilidades: ou
T(B) =B ouT(B) = B, no qual é o ponto simétrico de B relativamente a reta r = AA’.
Na primeira hipotese, T' coincide com a reflexdao R, : II — II nos pontos A, A’ e B, por
consequéncia T' = Rj.

Na segunda hipotese, T coincide com a rotacao p : II — II em torno do ponto M, com
angulo de 180°, nos pontos nao-colineares A, B e M, logo T = p. Desse modo, neste

terceiro caso, T' é uma translacao ou uma rotacao de 180°. O
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Capitulo 3

Isometrias no Espaco

Indicaremos com FE o espaco euclidiano tri-dimensional. Aqui a ideia de isometria
serd mantida igualmente como nos capitulos anteriores, ou seja, uma fungao 7' : £ — F
ird se chamar de isometria quando preservar a distancia entre pontos de FE, isto é, quando

d(T(X), T(Y)) =d(X,Y) para quaisquer X,Y € E.

Teorema 3.0.6. Seja T : E — E uma isometria. A isometria T : E — E transforma

pontos colineares em pontos colineares.

Demonstracao. Dados os pontos A, B,C € E, com A # B e fazendo A" = T'(A), B’ = T'(B)
e C" =T(C). Se o ponto C' € AB, entao

d(A,B) =d(A,C)+d(C,B) = d(A",B") =d(A",C") + d(C", B'),
por T ser uma isometria. Portanto C' € A’B’. O

Teorema 3.0.7. A imagem de uma reta por uma isometria T : E — E € uma reta.

Demonstra¢ao. Tomemos uma reta r C E que possui os pontos A, B e a reta ' C E que
contém A’, B’. Dai podemos observar que 7'(r) C 7/, dessa forma a restricdo de 7" a r ¢é

uma isometria entre as retas r e r’. Pelo Teorema 1.2.1, temos que T'(r) = r'. [

Teorema 3.0.8. A imagem de um plano Il C E por uma isometria T : E — E € um

plano II' C E.
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Demonstracao. Sejam r e s retas no plano I que se cortam no ponto A. As imagens dessas
retas pela isometrias 7' usando o Teorema 3.0.7, s&o as retas r’ e s’ que se cortam no ponto

A" =T(A). Tomando II' o plano determinado por 7’ e §’. Garantimos que
Xell= X =T(X)ell.

Efetivamente, dado um ponto arbitrario X no plano II, facamos passar por ele uma reta
t C II, que nao seja paralela a r nem a s e que nao passe por A. A reta t corta r e s nos
pontos Z e Y, respectivamente, com Z # Y. Logo, sua imagem ¢’ é uma reta em FE que
contém X' e passa pelos pontos Y/ =T(Y) e Z/ =T(Z). Como Y' e Z' pertencem a II',
segue-se que t' C IT', donde X’ € IT". Deste modo T'(IT) C IT". A restrigdo de T" a II é uma
isometria entre I e II'. Assim, pelo Teorema 2.0.5 temos que 7'(IT) = IT". m

Figura 3.1: T leva o plano II em IT’

Definicao 3.0.2. Duas retas r,s C E sao perpendiculares quando tém um ponto A em

comum e, além disso, tomando-se pontos B € r e C € s, vale a relagao de Pitdagoras

d(A, B)? + d(A,C)? = d(B,C)?.
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Da definicao acima, se pode suceder de imediato que toda isometria T : F — FE

converte retas perpendiculares em retas perpendiculares, pelo Teorema 2.0.4.

Definicao 3.0.3. Uma reta r € E, que corta o plano 11 € E no ponto A, diz-se perpendi-

cular a esse plano quando € perpendicular a toda reta de 11 que passa por A.

Para que ocorra a definicao acima, basta que a reta r seja perpendicular a duas retas

distintas em II e passando por A.

11

Figura 3.2: Reta perpendicular ao plano II

Teorema 3.0.9. Seja T : E — E uma isometria. Se a reta r € perpendicular ao plano 11

entao sua imagem v = T(r) é perpendicular ao plano II" = T(II).

Demonstracao. Se s e t sao retas distintas em II, passando pelo ponto A, que é o ponto
de interse¢ao de r com II, assim 7" = T'(r) e ' = T'(s) sao retas distintas no plano IT',
que se cortam em A’ = T(A). Ja que r e Il sd@o perpendiculares, temos que s e t sao
perpendiculares a r, entdo s’ e t' sdo perpendiculares a 1/, portanto r’ é perpendicular ao

plano II'. O
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Figura 3.3: Reta perpendicular ao plano II transformada por T

Teorema 3.0.10. Toda isometria T : E — E € uma bijecio, cuja inversa T~ : E — E ¢

atnda uma isometria.

Demonstragao. Dados X,Y € E e ponhamos X' =T(X) e Y/ =T(Y). Entao,
TX)=TY)=dTX),TY)) =0=dX,Y)=d(T(X), T(Y)) =0
= d(X,Y)=0= X =Y.

Logo, T' é injetora.

Agora mostraremos que 1" é sobrejetora. Dado um ponto qualquer X’ € E, com intencao
de adquirir um ponto X € E tal que T'(X) = X', consideramos um plano qualquer IT € F
e chamamos de II' sua imagem por 7. Se X’ € II', entao existe X € Il com T'(X) = X".
Agora se X' ¢ II', pegamos a reta r’, perpendicular ao plano II' que passa por X’. Seja
A" o ponto de interse¢ao de ' com II'. Ja que II' = T'(II), entao existe um ponto A € II
tal que T'(A) = A’. Seja r a perpendicular ao plano IT passando pelo ponto A. Usando o
Teorema 3.0.9 obtemos T'(r) = r’. Dado que X’ € 7/, deve haver um ponto X € r com
T(X) = X

Logo, T' é sobrejetora.
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H/

Figura 3.4: Imagens da reta r, dos pontos A, X e do plano por T’

Finalmente, dados dois pontos arbitrarios X,Y € E e assumindo X = T(T (X)) e
Y = T(T71(Y)), entdo

d(X,Y) = d(T(T~1(X)), T(T~H(Y))) = d(T~1(X), T71(Y)).

Portanto, 7! : E — E é uma isometria. 0

Teorema 3.0.11. Uma isometria do espaco que deixa fixos quatro pontos nao coplanares

€ a funcao identidade.

Demonstracao. Tomando os pontos fixos A, B,C e D nao coplanares e a isometria T :
E — E. Denotemos por II e II" os planos determinados pelos pontos A, B,C e A,C, D,
respectivamente. A isometria T, em decorréncia do Teorema 2.5.1, deixa fixo todos os
pontos de II e de II'. Faca-se agora X um ponto do espaco, nao pertencente a Il e nem
a II'. Dizemos que por X passa uma reta que nao é paralela a nenhum deses planos e
encontra II e II' nos pontos P e @, respectivamente. Assim, T'(P) = P e T(Q) = Q.
Usando o Lema 1.2.1.1 temos que T, restrita a essa reta, é a identidade, entao T'(X) = X.

Portanto, T' deixa fixo todos os pontos do espaco, ou seja, T é a funcao identidade. O
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Figura 3.5: Isometria que deixa quatro pontos fixos
3.1 Simetria em torno de um ponto

Definicao 3.1.1. Fizado um ponto A no espaco E, a simetria em torno de A € a funcao
Sa: E — E que faz corresponder a cada ponto X € E o ponto X' = Sa(X) tal que A € o

ponto médio do segmento X X'.

Teorema 3.1.1. Seja A um ponto arbitrdario do espaco E, entdo toda simetria Sy : E — F

€ uma 1sometria.

Demonstracao. Tomando os pontos X, Y € E, se X,Y e A forem nao-colineares eles

estabelecem um plano II, restrito ao qual S4 é ainda a simetria em torno de A, assim

d(Sa(X),S4(Y)) =d(X,Y) pelo Teorema 2.1.1.

Y' A

Figura 3.6: Simetria em torno de A
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Se X,Y e A forem colineares, esta igualdade segue-se da Defini¢ao 1.2.1.1. m

3.2 Reflexao em torno de um plano

Definigao 3.2.1. Seja II C E um plano. A reflexdao em torno dell € a fun¢io Ry : F — E
que associa a cada ponto X € E o ponto X' = Ry(X) tal que I1 € o plano mediador do
segmento X X'. Isto significa que X X' é perpendicular a 1l e, além disso, se A = X X'NII
entio XA = AX'. Entao para todo ponto B € II tem-se também XB = BX'

i

Figura 3.7: Reflex@ao em torno de II

Teorema 3.2.1. Seja II um plano arbitrdrio do espago E, entao toda reflexio Ry : E — F

€ uma 1sometria.

Demonstra¢ao. Suponhamos que X e Y sao pontos quaisquer do espago, com X' = Ry(X)
eY' = Rp(Y). Se X e Y acham-se ambos em Il entdo X' = X e Y/ =Y entao, d(X",Y') =
d(X,Y). Se um desses pontos, proponhemos que seja X, ndo esta em II, tomaremos o plano
IT" contendo a perpendicular X X’ e o ponto Y. Assumindo » = II N II'. Restrita ao plano
Il', Ry coincide com a reflexdao R, : II' — II', em torno de r. Entao, pelo Teorema 2.2.1

teremos que d(X',Y’) =d(X,Y). O
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Figura 3.8: Ry ¢ uma isometria

3.3 Rotacao em torno de uma reta

Definicao 3.3.1. Sejam r uma reta e o = AOB um angulo cujo vértice O pertence a r e
cujos lados estao sobre um plano perpendicular a r. O dngulo o € considerado orientado,
isto €, subtende-se que OA € o primeiro lado e OB € o sequndo. Isto posto, definimos
a rotagao de dngulo o em torno da reta v como a fungao p = pro : £ — E que faz
corresponder a cada ponto X o ponto X' = p(X) determinado pelas sequintes condigoes:
1) X' pertence ao plano 11 que passa por X e € perpendicular a r;

2) se O € o ponto de intersecio desse plano I1 com r, tem-se OX = OX';

3) o dangulo orientado XOX' ¢ wqual a o.

I X

Figura 3.9: Rotagao em torno de r
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Teorema 3.3.1. Seja r uma reta do espaco E e o um dngulo orientado dado, entdo toda

rotagao p = prq : B — E € uma isometria.

Demonstragao. Vamos pegar dois pontos arbitrarios X, Y € F e suponhemos X’ = p(X),Y’ =
p(Y), teremos que mostrar que X'Y’ = XY . Faca-se II o plano perpendicular a 7, o qual
possui os pontos X e X’. Tomando os pontos Yy e Yy, como projecoes ortogonais sobre
IT dos pontos Y e Y’ respectivamente. O segmento de reta XY é a hipotenusa do trian-
gulo retangulo XYY, cujos catetos sao XY; e YyY. Analogamnete, X'Y’ é hipotenusa
do triangulo retangulo X'Y'Yy, cujos catetos sio X'Yy e YjY’. Contudo, X'Y] = XY,
porque p, restrita ao plano II, é uma isometria, pois coincidira com a rotacao de centro
O = rnIl e angulo o. Também temos, YY, = Y’—YO’ pois Y e Y’ pertencem ao mesmo

plano perpendicular a r. Portanto, X'Y’ = XY, por serem triangulos congruentes. O

Figura 3.10: p,, € uma isometria

3.4 'Translacao

Definicao 3.4.1. Sejam A, B pontos distintos do espago. A translacao Tap : E — E € a
e

funcao que faz corresponder a cada ponto X € E o ponto X' tal que X X' = zﬁ, ou seja,

tal que XX' = AB, XX' ¢ paralelo a AB e o sentido de percurso X — X' coincide com

o sentido A — B.

Definicao 3.4.2. Dois segmentos de reta AB e CD no espaco chamam-se equipolentes

quando tém o mesmo comprimento, sio paralelos ou entao colineares e o sentido A — B
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coincide com o sentido C' — D.

Estas condigoes acima citadas, se agrupam em uma tnica, a de que os pontos médios

dos segmentos de reta AD e BC' coincidem.

Teorema 3.4.1. Seja A e B pontos distintos do espaco E, entdo toda translagio Tap :

E — E € uma isometria.

Demonstragao. Dados os pontos X e Y, com X' = Typ(X) e Y' = Tap(Y), dai podemos
1 ? 1 : / I s : :

observar que X X' = AB =YY’ assim os segmentos X X’ e Y'Y’ sao equipolentes, ou seja,

os pontos médios de XY’ e X'Y coincidem. Isto consiste também que X'Y’ e XY sdo

equipolentes. Em particular, XY’ = XY O]

3.5 Reflexao com deslizamento

Definigao 3.5.1. A reflexdao com deslizamento é uma isometria do tipo R = Tap o Ry =
RpoTysg, onde Ry : E — E € a reflexao em torno de um plano Il e Txp e 0 segmento AB

€ paralelo ao plano 11 ou estd contido nele.

RH(X)l—\iX’ = Tap(Rn(X))

Figura 3.11: Reflexao com deslizamento

Segue do Corolario 1.2.1, que a reflexao com deslizamento é uma isometria.
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3.6 Isometria helicoidal

Definicao 3.6.1. Uma isometria helicoidal T : E — E é a composta T = Tap © pro =
Pr.a © Tap de uma rotagao em torno da reta r com uma translagio Tap, onde o segmento

AB € paralelo a retra r ou estd contido nela.
/ r

¢X' = Tup(p(X))

v

p(X)

7

Figura 3.12: Isometria helicoidal

A isometria helicoidal de fato preserva distancia pois é a composta de duas isometrias.

3.7 Rotagao refletida

Definicao 3.7.1. Uma rotagao refletidaT : E — E € a composta T = Riop, o = pra©Rm,
onde Ry € a reflexao em torno de um plano 11 e p,, € a rotagao de dngulo o em torno de

uma reta r perpendicular a 11.
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X' = Ru(p(X))

Quando o = 180°, a rotacao refletida coincide com a simetria em torno do ponto O,
intersecaode II com r, conforme & Defini¢ao 2.5.1.
Pelo mesmo fato da isometria helicoidal e da reflexao com deslizamento, a rotacao

refletida é uma isometria.

3.8 Isometrias Proprias e Improéprias no Espaco

Primeiramente definiremos o que é um movimento no espago, para podermos entender a

idéia de isometrias proprias e impréprias no mesmo.

Definicao 3.8.1. Um movimento no espaco é uma familia de isometrias H; : £ — FE,
uma para cada t € [0,1], com as sequintes propriedades:

1) Hy = identidade;

2) Para cada ponto P fixrado no espago, os pontos H,(P) variam continuamente com t,

descrevendo uma curva, quando t vai de 0 a 1.

Definicao 3.8.2. Uma isometria T : E — E chama-se propria quando € o resultado final
de um movimento, ou seja, quando existe um movimento H; : E — E tal que Hy = T.

Caso contrdrio diremos que a isometria € impropria.

E facil ver que, se K;,L; : E — FE sao movimentos no espac¢o entao a composta
formada por elas ainda continuard sendo um movimento, ou seja, H; = K; o Ly é um

movimento. Teremos também que suas inversas K; !, L;' continuardo sendo movimentos.
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Segue-se dai que a composta S oT : E — FE de duas isometrias proprias S,7T e
a inversa 7T~ ! de uma isometria propria 7' sao ainda isometrias proprias. De maneira
alternativa, se uma das ismotrias S, T é propria e a outra é impropria entao a composta
R = SoT éimproépria.

Alguns exemplos de isometrias proprias no espaco sao: Translagoes, Rotacoes e Iso-
metrias helicoidais. E alguns exemplos de isometrias improprias no espago sao: Reflexoes,

Reflexoes com deslizamento e Rotagoes refletidas.

Proposicao 3.8.1. Uma isometria propria, diferente da identidade, que admite algum

ponto fixo € a rotacdao em torno de uma reta.

Demonstracao. Tomando uma isometria propria T : E — E diferente da identidade e um
ponto O tal que T'(O) = O. Ja que T' # identidade, entdo existe um ponto A de modo
que A’ = T(A) # A. Faca-se A” = T(A’). Assim AA’ = A’A” portanto teremos A” # A'.
Analisaremos as posigoes relativas dos pontos A, A’ e A”. Ha trés situagoes possiveis, no
entanto somente duas podem acontecer.

(i) A, A’ e A” sdo pontos distintos em uma mesma reta 7.

Assim sendo, a reta r seria transformada em si mesma por T, entdao a restricao de T a
r seria uma isometria, ou seja, T, : r — r & uma isometria. Visto que A” # A, essa
isometria nao seria a reflexao em torno de um ponto de r. Logo, seria atravéz do Teorema

1.2.2.2 a translacao Ty : ¥ — r. Como T4 4 nao tem ponto fixo, o ponto O nao pertnece

a reta r. Se tivermos OA = OA’ = OA” > 0, os trés pontos colineares A, A" ¢ A” ficariam

na mesma circunferéncia de centro O, o que é um absurdo. Portanto essa primeira situagao

nao OCorITe.
L o o o
A Al All
O
o
Figura 3.13: A, A’ e A” sdo colineares
(i) A" = A.
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Tomando r como a reta que possui os pontos A, A’ e M o ponto médio do segmento de
reta AA’. A restricdo de T a reta r é a reflexdo em torno de M. Pegando o plano II
perpendicular a reta r e que passa por M, teremos que este sera transformado por 7' nele
mesmo. Assim a restrigdo 7" = T'|;; é uma isometria desse plano, que admite o ponto fixo
M. Usando o Teorema 2.5.5, T" pode ser a identidade, uma rotacao em torno de M ou a
reflexdo em torno de uma reta s C I, com M € s. Se T = identidade, entao assumindo
um ponto A # M em r e trés pontos nao-colineares B, C, D € 11, poderiamos observar que
T coincidiria com a reflexao R, nesses quatro pontos, onde T' = Ry e T seria impropria,
o que contradiz a hipotese. Se T’ fosse uma rotagao de angulo a # 0 em torno de M,
assim pegando em Il um ponto B # M, veriamos que T coincidiria, nos quatro pontos
nao-colineares A, M, B e B’, com a rotacao refletida Ry o T”, portanto seria impropria, o
que também contradiz a hipotese. Logo s6 nos resta a alternativa de T” ser a reflexdo em
torno de uma reta s C II. Entao T coincide, nos pontos A, A’ e em todos os pontos de s,

com a rotagao de 180° em torno de s.

=

B/

@ ©
A=A M A’

Figura 3.14: A” = A e A’ s@o colineares

(iii) Os pontos A, A" e A” s@o nado-colineares.

Tomando o plano II estabelecido pelos pontos A, A" e A”. Se o ponto Fixo O € II, entao
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teremos que

OA =0A" =0A"

AX = A4,

assim podemos observar que os triangulos OAA" e OA’A” tem os lados respectivos iguais,
por esse motivo vamos obter AOA" = A/OA” = a. Deste modo, a isometria propria T’
coincide, nos trés pontos nao-colineares A, A’ e A”, com a rotagao de angulo o em torno

da reta perpendicular ao plano II e que passa por O.

All

II

Figura 3.15: A, A’ e A” s@ao nao-colineares com O € 11

Se o ponto O ¢ II, iremos tomar a reta r baixada por O e perpendicular ao plano dado.
Faga-se P o pé dessa perpendicular. Os tridngulos retangulos OPA e OPA’ tém o cateto
OP em comum e as hipotenusas OA e OA’ possuem o mesmo comprimento, logo PA =
PA’, pois os triangulos retangulos citados anteriormente sao congruentes pelo caso cateto —
hipotenusa. Igualmente podemos ver que PA’ = PA”. Como AA’ = A’A” notemos que os
triangulos PAA" e PA’A” tem os trés lados respectivos iguais. Dai, APA = A'PA" = a.
Portanto a isometria propria 1" coincide nos trés pontos nao-colineares O, A e A’, com a

rotacao de angulo o em torno da reta r = OP. O
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Figura 3.16: A, A’ e A” sdo nao-colineares com O ¢ II

Proposigao 3.8.2. Uma isometria propria sem ponto fizo é uma translagcao ou uma iso-

metria helicoidal.

Demonstracao. Tomando T : F — E como sendo uma isometria propria sem ponto fixo.
Pegando um ponto O € E e pondo P = T(O). Iremos compor T com a transla¢ao Tpo,
onde vamos obter a isometria S = Tpp o T : E — FE, na qual continuara propria, tal que
S(O) = O. Usando a Proposigao 3.8.1, teremos que, ou S = identidade e dai T' = Tpp, ou
seja, T' é uma translacao, ou entao S é a rotacao de angulo o em torno de uma reta r que
possui o ponto O. Assim, temos T' = Tpp o S. Sejam II o plano perpendicular a reta r que
passa por O e () o pé da perpendicular baixada de P sobre II, entdo 7' = Tp o (Tpg © S).
Restrigindo a isometria Tpg oS ao plano II, teremos que a mesma é a rotacao de centro O e
angulo a seguida da translagao Tg. Pelo Teorema 1.2.1.3, esta composi¢ao é uma rotagao
p : I — II com o mesmo angulo « e com centro em outro ponto M € II. Se chamarmos de s
a reta perpendicular ao plano II e levantada por M, iremos poder observar que 7T se iguala
em todos os pontos do plano II e da reta s, com a isometria helicoidal Tgpo pso 1 £ — E,

portanto T' é igual a essa isometria helicoidal.
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IT

Figura 3.17: Isometria propria sem ponto fixo

Proposicao 3.8.3. Uma isometria impropria T : E — E com ponto fixo € a reflexao em

torno de um plano ou uma rotagao refletida.

Demonstragao. Sejam O um ponto fixode T'e S = Sp : E — F a simetria em torno de O.
Ja sabemos que S ¢ impropria, assim pode ser considerada como rotacao de 180° em torno
de uma reta qualquer r e que passa pelo ponto O, seguida da reflexao em torno do plano
perpendicular a reta r pelo mesmo ponto. Por consequéncia S o1 é uma isometria propria
que tem o ponto O fixo. Pela Proposicao 3.8.1, S oT" é a rotagdao em torno de uma reta r
que passa por O ou ¢ a identidade. Caso S o T = identidade, teremos que T'= S~! = S,
consequentemente 7' é uma rotagao refletida. Agora, se Sol"' = p,, = p, ouseja, ' = Sop,
nessa situagao 7' coincide com a composta da rotacao de angulo o+ 180° em torno da reta
r com a reflexdao em torno do plano II, no qual é perpendicular a r pelo ponto O. Entao,
T é uma rotacao refletida, ao menos que se o = 180°. Nesta condicao, a rotacao com o
angulo o+ 180° e em torno da reta r é a identidade e portanto 7' é a reflexao em torno do

plano II. O
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o + 180°

\

Figura 3.18: Isometria impropria com ponto fixo

Proposicao 3.8.4. Uma isometria impropria T : E — E sem ponto fixo € a reflexao com

deslizamento.

Demonstra¢ao. Pegando um ponto qualquer O no espago tal que P = T(0O), podemos
observar que a isometria S = Tpp o1 : E — E & impropria e tem o ponto O fixo. Pela
Proposicao 3.8.3, teremos que S = Ry, ou seja, S é a reflexao em torno do plano 1I
passando por O, ou S = Ry o p,q, isto ¢, § é a composta da rotacao de angulo o em
torno da reta r que possui o ponto O, com a reflexao em torno do plano II, no qual é
perpendicular a reta r. Assim sendo, 7' = Tppo RyouT = Tppo R0 p, 4. Se assumirmos
o pé da perpendicular baixada pelo ponto O como @, obteremos T = Tpg o Typ © Ry ou

T = TOQ ¢) TQP o RH O Pr.a-

P' = Ry(P)

Figura 3.19: Isometria impropria sem ponto fixo
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Na prética, este tltimo caso nao ocorre, pelos seguintes motivos. Mas primeiro temos
que observar que Tip o Ry = Ry, no qual o plano II' é o perpendicular & reta r pelo ponto

M € QP, pois Typ o Ry se iguala com Rp; no ponto () e em todos os pontos do plano IT'.

QP
visao de per fil
/
o II
‘Q 11

Figura 3.20: Visao de perfil da isometria impropria sem ponto fixo

Entao, assumindo a segunda alternativa iamos possuir a seguinte igualdade, 7' = Tpg o
Ry © pro. Consequentemente, quando restrita ao plano II', teriamos 7" = Tig © pro. Dai
usando o Teorema 1.2.1.3, teriamos 7" sendo uma rotacao no plano II', por conseguinte
teria um ponto fixo, o que contradiz com nossa hipotese. Restando assim, a alternativa
T =TogoTgp o Rny = Tog o R. Como OQ ¢é paraleo ao plano II', concluimos que 7' é

uma reflexao com deslizamento. O]

Teorema 3.8.1. Existem apenas sete tipos de isometrias T : E — E do espaco E, a sa-
ber: Funcao Identidade, Translacao, Rotacao em torno de uma reta, Isometria Helicoidal,

Reflexao em torno de um plano, Rotagao refletida e Reflexao com deslizamento.

Demonstracao. Segue-se da Proposicao 3.8.1 que existe a rotagdo em torno de uma reta,
da Proposicao 3.8.2 a existencia da translacao ou da isometria helicoidal, da Proposigao
3.8.3 obtemos a reflexao em torno de um plano ou a rotacao refletida e da Proposicao 3.8.4

temos a ultima isometria, a reflexdao com deslizamento. O
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